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Chapitre 1
Introduction
1.1 Contexte ge´ne´ral et motivations.
De nombreuses e´quations aux de´rive´es partielles issues de la physique s’e´crivent sous la forme d’un
syste`me de lois de conservation :
@tu+
dX
j=1
@jfj(u) = 0, (1.1)
ou` les composantes du vecteur u 2 RN de´signent des quantite´s physiques, par exemple, la vitesse
d’un fluide, sa densite´ ou encore sa charge e´lectrique et ou` les fonctions fj sont de´finies sur O (un
ouvert de RN , repre´sentant l’ensemble des e´tats admissibles) a` valeurs dans RN . Concernant l’e´tude
de tels syste`mes de lois de conservation on peut citer [Ser99]-[Ser00].
Dans cette the`se, on s’inte´ressera au cas bien particulier dans lequel les fonctions fj sont de la
forme fj(u) = Aju, ou` Aj est une matrice de taille N ⇥N a` coe cients re´els. Ainsi, les syste`mes
de lois de conservation que l’on conside´rera par la suite s’e´criront sous la forme :
L(@)u := @tu+
dX
j=1
Aj@ju = f, (1.2)
le terme source f e´tant une fonction dans L2(⌦), ou` ⌦ est le domaine sur lequel on cherche a`
re´soudre l’e´quation (1.2).
A titre d’exemples d’e´quations issues de la physique s’e´crivant sous la forme (1.2) on peut citer,
l’e´quation des ondes, l’e´quation de Maxwell dans le vide :⇢
@tB + rotE = 0,
@tE   rotB = 0, (1.3)
ou` B 2 R3 est le champ magne´tique et E 2 R3 de´signe le champ e´le´ctrique, ou encore l’e´quation de
l’e´lastodynamique line´aire isotrope : ⇢
@tF +rv = 0,
@tv + divT = 0,
(1.4)
ou` v 2 Rd est la vitesse de la de´formation, F 2Md⇥d(R) le tenseur de de´placement et ou` le tenseur
des contraintes T est donne´ par :
T :=  (F + F T ) +
µ
2
(TrF )I,
1
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avec   2 R et µ 2 R les coe cients de Lame´.
Toutefois l’e´tude du syste`me line´aire (1.2) est aussi mathe´matiquement inte´ressante pour soi-
meˆme. En e↵et, une me´thode classique pour re´soudre des proble`mes quasiline´aires est de se
ramener a` un syste`me line´aire a` coe cients variables et d’appliquer une me´thode de point fixe.
Par conse´quent, comprendre le cas le plus simple d’un proble`me line´aire a` coe cients constants est
un bon travail pre´paratoire pour appliquer cette me´thode.
Le proble`me de Cauchy associe´ a` l’e´quation (1.2) est facile a` re´soudre. En e↵et, il su t de pren-
dre la transforme´e de Fourier dans la variable d’espace pour se ramener a` une e´quation di↵e´rentielle
ordinaire dans la variable temporelle. On obtient alors facilement une solution formelle et on montre
ensuite que, sous une hypothe`se d’hyperbolicite´ de l’ope´rateur (1.2), la solution construite est dans
L2(⌦).
Dans la suite de ce manuscrit on s’inte´ressera a` des proble`mes pour lesquels la variable d’espace
x vit dans un demi-espace ou bien un quart d’espace. Les proble`mes dans le demi-espace seront
qualifie´s de proble`mes aux limites standards, tandis que ceux dans le quart d’espace seront nomme´s
proble`mes a` coin. Ce me´moire est compose´ de deux parties distinctes. La premie`re, qui regroupe
les chapitres 2 et 3, traite de proble`mes aux limites standards. La seconde, qui constitue le reste de
ce manuscrit, traite de proble`mes a` coin.
Afin que ce proble`me admette une solution, on doit imposer des conditions sur la trace de la
solution sur le bord ou sur les deux faces du domaine dans le cas du quart d’espace. L’ope´rateur
L(@) e´tant hyperbolique, on doit imposer sur chaque face du domaine le bon nombre de conditions
de bords (voir [BG07]), afin d’e´viter de sur-de´terminer ou a` l’inverse de sous-de´terminer le proble`me.
On s’inte´re`sse ici a` des conditions de bords ge´ne´rales c’est-a`-dire de la forme
Bu|xd=0 = g, pour le proble`me aux limites dans le demi-espace {xd > 0} , (1.5)
et, ⇢
B1u|x1=0 = g1,
B2u|x2=0 = g2,
pour le proble`me a` coin, dans le quart d’espace {x1, x2 > 0} , (1.6)
ou` les matrices a` coe cients re´els B, B1 et B2 ont le bon nombre de lignes (qui sera spe´cifie´ par la
suite) et N colonnes. Les termes sources g, g1 et g2 seront des fonctions dans L2.
Le but de l’analyse est alors de de´terminer toutes les matrices de bords qui conduisent a` un
caracte`re fortement bien pose´ pour le proble`me (1.2)-((1.5) ou (1.6)). Par fortement bien pose´
on entend que pour tout terme source a` l’inte´rieur f 2 L2(⌦) et sur le bord, g 2 L2(@⌦) (ou
g1 2 L2(@⌦1) et g2 2 L2(@⌦2) dans le cas d’un proble`me a` coin), le proble`me aux limites (1.2)-
((1.5) ou (1.6)) admet une unique solution u 2 L2(⌦), a` trace(s) dans L2(@⌦), telle que, dans une
certaine norme, la solution et sa (ses) trace(s) sont controle´es par la norme des termes sources.
Les motivations qui nous poussent a` e´tudier de tels proble`mes sont les suivantes. En premier
lieu, lorsque l’on veut re´soudre l’e´quation d’e´volution (1.2) dans un domaine borne´ ⌦ de frontie`re
re´gulie`re, la me´thode classique consiste a` appliquer une partition de l’unite´ au domaine ⌦. On se
rame`ne alors a` re´soudre des proble`mes pose´s dans l’espace entier (pour les ouverts de la partition
loin de @⌦) et des proble`mes dans le demi-espace (pour les ouverts de la partition qui intersectent
@⌦).
Ainsi, l’une des motivations pour e´tudier les proble`mes a` coin est de pouvoir appliquer ce meˆme
raisonnement a` des domaines dont la frontie`re n’est pas re´gulie`re (plus pre´cise´ment C1 par morceaux)
en permettant de prendre en compte les ouverts de la partition dont l’intersection avec @⌦ contient
un point anguleux.
1.1. CONTEXTE GE´NE´RAL ET MOTIVATIONS. 3
Ensuite, les syste`mes de lois de conservations (1.1), meˆme dans le cas le plus favorable ou` il
s’agit d’e´quations scalaires (N = 1) ou de syste`mes unidimensionnels, de´veloppent des singularite´s
en temps fini. En e↵et, c’est un re´sultat classique que l’e´quation de Burgers :⇢
@tu+
1
2@x(u
2) = 0,
u|t=0 =   tanhx,
avec u 2 R, (t, x) 2 R+ ⇥ R, admet une solution singulie`re, correspondant a` un choc qui propage
la singularite´ de la condition initiale. Ainsi, une question naturelle pour les syste`mes de lois de
conservation est de savoir si lorsque l’on choisit une donne´e initiale pre´sentant une hypersurface de
discontinuite´, on peut construire une solution faible de (1.1). Ensuite, il est inte´ressant de savoir
si la solution construite ressemble a` la solution initiale dans le sens ou` elle ne ge´ne`re pas plus de
singularite´s que celles qui e´taient initialement pre´sentes. Enfin, la dernie`re question est celle de la
stabilite´ de la solution par rapport aux petites perturbations de la condition initiale. Dans le cas
d’un seul choc, ces questions ont e´te´ traite´s par Majda dans [Maj83b] et [Maj83a]. Le premier point
de cette e´tude est de se ramener a` une ge´ome´trie fixe en redressant le front de la singularite´. On
cherche alors une solution sous la forme :
u =
⇢
ul, xd < '(t, x0),
ur, xd > '(t, x0),
ou` ' est l’e´quation du choc inconnu et ou` la fonction ul (resp. ur) est solution d’un proble`mes aux
limites standards sur {xd < '(t, x0)} (resp. {xd > '(t, x0)}). Les fonctions ul et ur sont relie´es l’une
a` l’autre par la condition de bord sur l’hypersurface {xd = '(t, x0)}. Dans le cas d’un choc, la con-
dition de bord est donne´e par la relation de Rankine-Hugoniot. Ensuite, Majda sous une condition
de stabilite´ uniforme sur le choc, qui revient a` imposer que le proble`me aux limites correspondant
ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (voir sous-paragraphe 1.2.1 pour une description
de cette condition), re´sout ce proble`me aux limites.
Toutefois, dans le cas des syste`mes de lois de conservations multidimensionnels (i.e. pour lesquels
N > 2), de fac¸on ge´ne´rique, on s’attend a` ce que la singularite´ initiale ge´ne`re instantane´ment N
singularite´s. Ainsi, apre`s redressement des fronts des singularite´s, la solution que l’on cherche a`
construire s’e´crit sous la forme :
u =
8<: ul, xd < '(t, x
0),
um, '(t, x0) < xd <  (t, x0),
ur, xd >  (t, x0),
ou` les fonctions ul et ur sont toujours des solutions de proble`mes aux limites standards, mais ou`
maintenant la fonction um est solution d’un proble`me a` coin dans un die`dre. Le cas de l’interaction
de deux chocs ve´rifiant la condition de stabilite´ uniforme de Majda a e´te´ traite´ par Me´tivier dans
[Me´t86]. Dans cet article, sous une condition supple´mentaire sur les conditions de bords, l’auteur
de´montre l’existence d’une solution pre´sentant deux chocs.
Ainsi, le proble`me a` coin peut-eˆtre vu comme un mode`le pour e´tudier l’interaction de plusieurs
singularite´s pour le proble`me de Cauchy d’un syste`me de lois de conservations multidimensionnel.
Une question que l’on pense inte´ressante est alors d’essayer d’e´tablir un lien entre la condition im-
pose´e par Me´tivier dans [Me´t86] et la condition impose´e dans Osher dans [Osh73] que l’on reprendra
pour e´tudier le proble`me a` coin.
Enfin, une dernie`re motivation concernant l’e´tude des proble`mes a` coins est lie´e aux simulations
nume´riques de proble`mes de Cauchy. Lors d’une simulation nume´rique, en raison de l’impossibilite´
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de mode´liser RN en machine, on se place bien souvent dans un ”grand” pave´. Ensuite, ou bien
on arreˆte la simulation lorsque la solution atteint une areˆte ou un sommet du pave´, ou bien on
essaye de mettre en oeuvre des me´thodes de reconstruction de la solution approche´e en minimisant
les termes ”parasites” issus de la re´flexion contre le bord du domaine de simulation. Comprendre
quel peut eˆtre le comportement de la solution d’un proble`me a` coin au voisinage du coin pourrait
permettre d’ame´liorer ces techniques de reconstruction. Si on fait le paralle`le avec le proble`me aux
limites standards, le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me ”continu” a e´te´ e´tabli par Kreiss
[Kre70] avant la stabilite´ du proble`me ”discret” (c’est-a`-dire associe´ a` un sche´ma nume´rique) (voir
a` ce sujet [GKS72] et [Cou11b]). Ainsi, le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin dans le
cas ”continu” pourrait aussi eˆtre plus facile a` e´tablir que la stabilite´ d’un sche´ma nume´rique visant
a` approcher la solution du proble`me a` coin.
1.2 Le proble`me aux limites standard.
Le proble`me que l’on va conside´rer dans le paragraphe suivant s’e´crit sous la forme :8<:
L(@)u = f, sur xd   0, t   0,
Bu|xd=0 = g, sur xd = 0, t   0,
u|t=0 = u0.
(1.7)
Avant, de rappeler le the´ore`me de Kreiss [Kre70] qui donne une condition ne´cessaire et su sante
pour que le proble`me (1.7) soit fortement bien pose´, on donne quelques hypothe`ses sous lesquelles
on se placera dans cette e´tude.
Premie`rement, utilisant des arguments de vitesse finie de propagation, on montre qu’une con-
dition ne´cessaire pour que le proble`me (1.7) soit fortement bien pose´ est que l’ope´rateur L(@) soit
hyperbolique. Pour des raisons techniques propres a` l’e´tude des proble`mes aux limites, on choisira
un ope´rateur L(@) hyperbolique a` multiplicite´ constante, c’est-a`-dire qui ve´rifie l’hypothe`se suivante
:
Hypothe`se 1.2.1 Il existeM 2 N⇤, des fonctions re´gulie`res sur Rd\{0} note´es  1, ..., M a` valeurs
re´elles ainsi que des entiers positifs ⌫1, ..., ⌫M tels que :
8⇠ 2 Sd 1, det
0@⌧ + dX
j=1
⇠jAj
1A = MY
k=1
(⌧ +  k(⇠))
⌫k ,
avec  1(⇠) < ... <  M (⇠). De plus les valeurs propres  k(⇠) de
Pd
j=1 ⇠jAj sont semi-simples.
On peut noter que le cadre optimal dans lequel on pourrait se placer est celui des ope´rateurs
hyperboliques ge´ome´triquement re´guliers [MZ05]. On peut aussi ve´rifier que les exemples physiques
(1.3) et (1.4) ve´rifient l’hypothe`se 1.2.1.
Une autre hypothe`se classique dans l’e´tude des proble`mes aux limites est de supposer que le
proble`me est non caracte´ristique pour le bord du demi-espace.
Hypothe`se 1.2.2 Le coe cient normal de L(@), Ad, est inversible.
Cette hypothe`se n’est pas ne´cessaire en soi mais a l’avantage de simplifier l’analyse du proble`me
(1.7). On peut remarquer que les deux syste`mes (1.3) et (1.4) sont caracte´ristiques. Concer-
nant l’e´tude des proble`mes aux limites caracte´ristiques, on peut citer par exemple [MO75]-[Ohk81]-
[Ohk89].
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1.2.1 Proble`mes fortement bien pose´s et faiblement bien pose´s.
Avant tout, on pre´cise les termes du titre de ce sous-paragraphe. On a de´ja` caracte´rise´ ce que
l’on entendait par proble`me fortement bien pose´ dans le paragraphe pre´ce´dent (la solution existe,
est unique et est aussi re´gulie`re que les termes sources). Par proble`me faiblement bien pose´, on
entendra des proble`mes de type (1.7) pour lesquels il existe une unique solution u mais ou` u est
moins re´gulie`re (dans les espaces de Sobolev) que les donne´es du proble`me f et g. Ainsi, la solution
u perd des de´rive´es par rapport aux termes sources.
On va commencer par de´crire la caracte´risation des proble`mes fortement bien pose´s. Les e´le´ments
de de´monstration que l’on va donner, ici, seront utilise´s tout au long de ce manuscrit, aussi bien
pour les proble`mes aux limites standards faiblement bien pose´s que pour les proble`mes a` coin.
Le premier point dans la preuve du caracte`re fortement bien pose´ du proble`me aux limites (1.7)
est d’e´tudier le caracte`re fortement bien pose´ du meˆme proble`me mais ou` la variable temporelle t
est prise dans tout R ; on parle alors de proble`me aux limites standard global en temps :⇢
L(@)u = f, sur xd   0, t 2 R,
Bu|xd=0 = g, sur xd = 0, t 2 R.
(1.8)
On utilise ensuite un principe de causalite´ et des estimations d’e´nergies ame´liore´es, d’abord e´tablies
par Rauch [Rau72] dans le cas strictement hyperbolique et ensuite ge´ne´ralise´es par Audiard [Aud11]
pour les syste`mes hyperboliques a` multiplicite´ constante, pour e´tablir le caracte`re fortement bien
pose´ du proble`me (1.7) en se basant sur celui du proble`me (1.8). Concernant ce sujet, on peut aussi
citer [Me´t14].
Les trois grandes e´tapes pour de´montrer le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me (1.8)
sont les suivantes : on commence par de´montrer une estimation d’e´nergie (dite estimation d’e´nergie
a priori) ve´rifie´e par toute solution assez re´gulie`re du proble`me (1.8). Puis, en introduisant un
proble`me dit dual, on construit une solution faible du proble`me (1.8). Enfin on conclut par un
lemme de type ”fort=faible” qui dans le cas pre´sent consiste en un argument de re´gularisation de la
solution dans les variables tangentielles au bord (la re´gularite´ dans la variable normale e´tant alors
donne´e par l’e´quation d’e´volution de (1.8)).
Il existe un cadre particulier pour lequel la de´monstration est grandement facilite´e. Ce cadre
est celui de syste`mes syme´triques (au sens ou` les matrices Aj sont syme´triques) et qui admettent
des conditions de bords strictement dissipatives, c’est-a`-dire les conditions de bords telles que la
matrice B ve´rifie la proprie´te´ suivante :
9c, C > 0, 8v 2 RN , c|v|2 + hAdv, vi   C|Bv|2.
La de´monstration de l’estimation d’e´nergie a priori provient alors d’un argument d’inte´gration par
parties dans l’e´quation d’e´volution de (1.8). L’inte´grale du terme de bord en {xd = 0} est controˆle´e
par stricte dissipativite´.
Ensuite, pour construire une solution faible au proble`me (1.8), on introduit un proble`me dual.
Une petite modification de la de´monstration de Lax et Phillips [LP60] permet de construire ce
proble`me dual de manie`re a` ce qu’il admette des conditions de bord strictement dissipatives et donc
ve´rifie l’estimation d’e´nergie a priori. Cette estimation d’e´nergie pour le proble`me dual permet alors
de montrer que l’application qui a` un choix de termes sources associe la solution du proble`me dual
associe´ est injective. On conclut alors que l’application qui a` un choix de termes sources associe la
solution du proble`me primal est surjective, ce qui donne l’existence d’une solution faible.
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Dans le cas particulier des conditions de bord strictement dissipatives d’autres approches sont
aussi possibles. Par exemple, dans le cas d’une condition de bord homoge`ne, si on isole la de´rive´e
temporelle dans (1.7), on peut e´crire ce proble`me sous la forme :⇢
d
dtu+Au = f, sur xd   0, t 2 R,
u|t=0 = u0.
(1.9)
ou` l’on cherche une solution u dans le domaine de l’ope´rateur A. La condition de bord e´tant prise
en compte dans le domaine de A. On peut alors utiliser la stricte dissipativite´ pour montrer le
caracte`re maximal monotone de A et conclure par le the´ore`me de Hille-Yosida [Bre83]-[Yos95]. On
peut, par exemple, trouver une version re´dige´e de cette de´monstration dans [BG07].
Dans le cas ge´ne´ral, l’article fondateur dans l’e´tude du proble`me aux limites (1.8) est duˆ a`
Kreiss en 1970 [Kre70] (on peut aussi citer un papier de Sarason de 1965, [Sar65], moins ge´ne´ral,
mais dans lequel le proble`me (1.7) peut eˆtre traite´ directement). Dans cet article Kreiss caracte´rise
totalement les proble`mes aux limites standards fortement bien pose´s en fonction de la re´alisation
d’une certaine condition alge´brique sur la matrice de bord B, condition que l’on appellera condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme (qui va eˆtre introduite ci-apre`s).
On va maintenant de´crire les principales ide´es des deux premiers points de la de´monstration a`
savoir l’estimation d’e´nergie a priori et la construction d’une solution faible.
Apre`s transforme´e de Laplace dans la variable temporelle t $   (la variable de Laplace   2
C+ := {  :=   + i⌧ \   > 0}) et transforme´e de Fourier dans la variable spatiale tangentielle x0 $ ⌘,
le syste`me (1.8) s’e´crit sous la forme d’une e´quation di↵e´rentielle ordinaire dans la variable normale
: ⇢ d
dxd
u = A( , ⌘)u+A 1d f, sur xd   0,
Bu|xd=0 = g, sur xd = 0,
(1.10)
ou` la matrice re´solvante A( , ⌘) est de´finie par 1:
A( , ⌘) =  A 1d
0@ I + i d 1X
j=1
⌘jAj
1A .
Hersh [Her63] a d’abord de´montre´ qu’au sens des syste`mes dynamiques le proble`me (1.10)
n’admet pas de sous-espace central pour   > 0. En e↵et, d’apre`s l’hypothe`se d’hyperbolicite´
on montre facilement que tant que   > 0, les valeurs propres de A( , ⌘) ont une partie re´elle non
nulle. Ainsi, l’espace CN se de´compose comme la somme directe du sous-espace stable Es( , ⌘) et
du sous-espace instable Eu( , ⌘). De ce constat, Hersh montre que pour que le proble`me (1.10) ne
de´veloppe pas d’instabilite´ d’Hadamard, c’est-a`-dire qu’une solution ne peut exister meˆme au prix
d’une perte arbitrairement grande de de´rive´es par rapport aux termes sources2, il est ne´cessaire que
la condition de Kreiss-Lopatinskii (faible) soit satisfaite :
Hypothe`se 1.2.3 Pour tout   > 0, ⌧ 2 R, ⌘ 2 Rd 1, on a
kerB \ Es(  + i⌧, ⌘) = {0} .
De fac¸on e´quivalente, la matrice B restreinte au sous-espace stable Es(  + i⌧, ⌘) est inversible. En
d’autres termes, utilisant l’homoge´ne´ite´ de degre´ 0 de Es(  + i⌧, ⌘), pour tout ( , ⌧, ⌘) 2 ]0,+1[⇥
R⇥ Rd 1, tels que |  + i⌧ |2 + |⌘|2 = 1, il existe une constante C( +i⌧,⌘) > 0 telle que :
8v 2 Es(  + i⌧, ⌘), |v|  C( +i⌧,⌘)|Bv|. (1.11)
1On remarquera que dans cette formulation, on suppose que la matrice Ad est inversible.
2Par conse´quent, cette condition sera aussi ne´cessaire lorsque l’on conside´rera les proble`mes faiblement bien pose´s.
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L’apport de Kreiss est d’avoir de´montre´ qu’une version uniforme de la condition (1.11) (dans
le sens ou` la constante C ne de´pend plus de (  + i⌧, ⌘)) e´tait ne´cessaire et su sante pour que le
proble`me (1.10) soit fortement bien pose´. Cependant, montrer le caracte`re uniforme de la constante
C( +i⌧,⌘) dans l’e´quation (1.11) est tre`s di cile en pratique. C’est pourquoi Kreiss compactifie la
demi-sphe`re
⌃ :=
n
⇣ := ( , ⌧, ⌘) 2 ]0,+1[⇥ R⇥ Rd 1 \ |  + i⌧ |2 + |⌘|2 = 1
o
,
en conside´rant le cas ou`   est nul, en posant :
⌅ :=
n
⇣ := ( , ⌧, ⌘) 2 [0,+1[⇥ R⇥ Rd 1 \ |  + i⌧ |2 + |⌘|2 = 1
o
.
Mais alors, les re´sultats de Hersh ne s’appliquent plus. Il faut donc prendre en compte le sous-espace
central. Pour pallier a` cette di culte´, Kreiss montre que le sous-espace stable de´fini pour   > 0
admet un prolongement par continuite´ pour   = 0. Ce re´sultat a ensuite e´te´ ge´ne´ralise´ aux syste`mes
hyperboliques a` multiplicite´ constante par Me´tivier [Me´t00]. La condition ne´cessaire et su sante
pour que le proble`me aux limites standard (1.10) soit fortement bien pose´, c’est-a`-dire la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme, s’e´nonce donc sous la forme :
Hypothe`se 1.2.4 Pour tout ⇣ 2 ⌅, on a
kerB \ Es(⇣) = {0} .
De fac¸on e´quivalente, la matrice B restreinte au sous-espace stable Es(⇣) est inversible. En d’autres
termes, pour tout ⇣ 2 ⌅, il existe une constante C > 0 telle que :
8v 2 Es(⇣), |v|  C|Bv|. (1.12)
La question maintenant est de savoir comment Kreiss arrive a` de´montrer l’estimation d’e´nergie
sous l’hypothe`se 1.2.4. En un certain sens, Kreiss se rame`ne au cas syme´trique a` condition de bord
strictement dissipatives. C’est-a`-dire qu’il construit un objet appele´ ”syme´triseur” de Kreiss, S qui
permet de compenser d’une part le de´faut de syme´trie des matrices Aj , et d’autre part le manque
de dissipativite´ des conditions de bord. Plus pre´cise´ment, un syme´triseur de Kreiss est de´fini de la
fac¸on suivante :
De´finition 1.2.1 Le proble`me aux limites (1.10) admet un syme´triseur de Kreiss si pour tout ⇣ 2 ⌅,
il existe un voisinage V de ⇣ dans ⌅, une constante c > 0 et une application de classe C1
S : V ! HN⇥N ,
ou` HN⇥N de´signe l’ensemble des matrices hermitiennes de tailles N ⇥ N , qui ve´rifient les deux
conditions suivantes :
i) 8⇣ 2 V, Re(S(⇣)A(⇣))   c .
ii) 8⇣ 2 V, 8w 2 CN , c|w|2 + hS(⇣)w,wi  1c |Bw|2.
Si un tel syme´triseur est construit, alors il su t, comme dans le cas strictement dissipatif, d’appliquer
ce syme´triseur a` l’e´quation d’e´volution de (1.10), de prendre le produit scalaire par u et de faire
une inte´gration par parties pour e´tablir l’estimation d’e´nergie a priori.
Sans entrer dans les de´tails de la construction qui est assez technique (voir par exemple [Kre70]-
[BG07]-[CP81]), on mentionne toutefois que la construction du syme´triseur de Kreiss se fait de
di↵e´rentes fac¸ons en fonction de la fre´quence ⇣ 2 ⌅0 (⌅0 := ⌅ \ {  = 0}) autour de laquelle on
localise. Les di↵e´rentes possibilite´s sont les suivantes :
⇧ Le spectre de la matrice A(⇣) conserve la proprie´te´ de Hersh. C’est-a`-dire que les e´le´ments de
son spectre ont une partie re´elle non nulle. On dit alors que la fre´quence ⇣ est elliptique.
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⇧ La partie re´elle de certains e´le´ments du spectre de A(⇣) s’annule a` l’ordre un. En d’autres
termes des valeurs propres purement imaginaires apparaissent. On dit alors que la fre´quence ⇣ est
elliptico-hyperbolique. Dans le cas particulier ou` la partie re´elle de tous les e´le´ments du spectre
s’annule a` l’ordre un, on parle de fre´quence hyperbolique.
⇧ La partie re´elle d’au moins un e´le´ment du spectre de A(⇣) s’annule a` un ordre strictement
infe´rieur a` un. On dit alors que la fre´quence ⇣ est de ”glancing”(ou rasante).3
Une fois l’estimation d’e´nergie a priori e´tablie, pour de´montrer l’existence d’une solution faible
pour le proble`me (1.10), on commence par introduire un proble`me dual :(
d
dxd
v = eA( , ⌘)v sur xd   0,
Cv|xd=0 = g, sur xd = 0,
(1.13)
Le but est alors de de´montrer l’unicite´ de la solution du proble`me dual (1.13), ce qui de´montre
l’existence d’une solution pour le proble`me primal (1.10). Pour de´montrer cette proprie´te´ d’unicite´,
il su t de de´montrer que le proble`me dual ve´rifie l’estimation d’e´nergie a priori. Ainsi, pour re´ite´rer
la construction du syme´triseur de Kreiss, au proble`me dual cette fois, il faut ve´rifier que le proble`me
dual ve´rifie les hypothe`ses sous lesquelles l’estimation d’e´nergie a priori (pour le proble`me primal)
a e´te´ de´montre´e.
Le point principal est de montrer que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme passe au
proble`me dual (on renvoie a` [BG07] pour les de´tails de la de´monstration). Ce point conclut la
de´monstration, et donne ainsi l’e´quivalence entre le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me aux
limites (1.10) et la re´alisation de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Cependant, l’analyse du proble`me aux limites (1.8) n’en est pas totale pour autant. En e↵et,
si on s’inte´re`sse a` un ope´rateur hyperbolique donne´, on remarque alors par de simples calculs que
dans ”la majorite´” des conditions de bord, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas
ve´rifie´e. On peut par exempe citer [BGRSZ02] pour une e´tude des conditions aux bord qui ve´rifient
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour l’e´quation des ondes.
On a de´ja` mentionne´ au de´but de ce sous-paragraphe que si la condition de Kreiss-Lopatinskii
faible n’e´tait pas ve´rifie´e alors l’existence d’une solution pour le proble`me aux limites associe´ ne
pouvait pas eˆtre assure´e meˆme au prix d’un nombre arbitrairement grand de pertes de de´rive´es. Par
conse´quent, les seules de´ge´ne´rescences de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme qui peuvent
donner lieu a` un proble`me faiblement bien pose´ se font ne´cessairement sur le bord de la demi-sphe`re
ferme´e ⌅.
Or on a de´crit les di↵e´rents types de structures que pouvait avoir la matrice re´solvante A(⇣) pour
ces fre´quences de bord. Il y a quatre cas possibles, elliptique, elliptico-hyperbolique, hyperbolique
et glancing. Ainsi, il y a quatre types de de´ge´ne´rescences de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme possibles.
L’e´tude des proble`mes aux limites standards faiblement bien pose´s de´bute pour les proble`mes
aux limites dont la de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme se fait sur une
fre´quence elliptique. Plus pre´cise´ment, dans un cadre ou` la fre´quence ⇣ qui viole la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme est elliptique et ou`
dim
 
kerB \ Es(⇣)  = 1.
3Un e´nonce´ plus pre´cis des di↵e´rentes structures de la matrice A(⇣) est donne´ par le lemme de structure par blocs
, voir [Kre70] et [Me´t00]. Ce lemme sera aussi rappelle´ dans le corps de ce manuscrit.
1.2. LE PROBLE`ME AUX LIMITES STANDARD. 9
Dans ce cas de figure, Sable´-Tougeron dans [ST88], utilise la souplesse de la construction du
syme´triseur de Kreiss pour l’adapter a` des proble`mes avec violation de la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique. L’estimation d’e´nergie obtenue est une estimation
avec une perte d’une de´rive´e entre le terme source sur le bord et la trace de la solution.
Par la suite, Coulombel a e´tabli, toujours en adaptant la construction du syme´triseur, des
estimations d’e´nergie a priori dans le cas d’une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans la zone elliptico-hyperbolique [Cou02], puis dans la zone hyperbolique [Cou05]. Pour
la zone elliptico-hyperbolique, il suppose que l’intersection entre kerB et Es(⇣) est de dimension
un et est porte´e par un vecteur dans la partie elliptique de Es(⇣).
Les estimations d’e´nergie obtenues sont alors avec pertes d’une de´rive´e sur le bord et d’une
demi (resp. une) de´rive´e dans le cas de la zone elliptico-hyperbolique (resp. hyperbolique)4. Il est
inte´ressant de remarquer l’apparition de cette perte d’une demi-de´rive´e a` l’inte´rieur alors que les
conditions d’intersection entre kerB et Es(⇣) sont sensiblement les meˆmes pour les zones elliptique
et elliptico-hyperbolique.
Le premier re´sultat de cette the`se, qui occupe le chapitre 2, est d’avoir de´montre´ que, dans le
cas d’une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii dans la zone elliptique ou elliptico-
hyperbolique, les estimations d’e´nergie de´montre´es dans [ST88] et [Cou02] e´taient optimales. Ce
re´sultat reprend la me´thode introduite par Coulombel et Gue`s [CG10] pour de´montrer l’optimalite´
de l’estimation d’e´nergie dans le cas d’une de´ge´ne´rescence dans la zone hyperbolique et se base sur
la construction d’un de´veloppement de type optique ge´ome´trique. En particulier, l’apparition d’une
perte d’une demi-de´rive´e a` l’inte´rieur du domaine est explique´e.
Dans le sous-pagraphe suivant on de´crit donc les re´sultats connus concernant ces de´veloppements
d’optique ge´ome´trique ainsi que la philosophie pour les construire.
1.2.2 Etude qualitative des solutions, de´veloppements d’optique ge´ome´trique.
Une fois que l’existence d’une solution pour le proble`me aux limites (1.7) est de´montre´e on peut
essayer de de´terminer des proprie´te´s qualitatives de cette solution. Pour ce faire, on se restreint
a` e´tudier le proble`me aux limites (1.7) lorsque les termes sources sont des fonctions fortement
oscillantes ; de tels proble`mes s’e´crivent sous la forme :8><>:
L(@)u" = 0, sur xd   0, t   0,
Bu"|xd=0 = g
", sur xd = 0, t   0,
u"|t=0 = 0,
(1.14)
ou` le terme source g" s’e´crit sous la forme :
g"(t, x0) := ei
'(t,x0)
" g(t, x0).
Le terme source sur le bord g" repre´sente une oscillation rapide en fonction de la longueur d’onde ",
selon une phase ' et une amplitude g. La phase ' sera toujours dans ce me´moire une phase plane :
'(t, x0) := ⌧ t+ ⌘ · x0,
ou` ⌧ 2 R et ⌘ 2 Rd 1. La fre´quence (i⌧ , ⌘) 2 ⌅0, donc la matrice re´solvante A(i⌧ , ⌘) a l’une des
quatre structures de´crites au sous-paragraphe pre´ce´dent.
4A notre connaissance (sauf dans un cas bien particulier [BG07]) aucune estimation d’e´nergie a priori n’est connue
pour une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii en zone de glancing. Cela est explique´ par le fait que le
cas di cile de la construction de Kreiss est justement celui au voisinage des fre´quences de glancing. La construction
y est plus technique et donc plus di cile a` adapter.
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On cherche alors une solution approche´e du proble`me aux limites (1.14) sous la forme d’un
de´veloppement BKW (pour Brillouin-Kramers-Wentzel). Dans la suite de ce paragraphe, on va rap-
peler les principales ide´es qui sont utilise´es pour construire le premier terme de ce de´veloppement.
Plus pre´cise´ment, on de´crira les phases que l’on attend dans le de´veloppement, les di↵e´rents types
d’e´quations sur les amplitudes ainsi que l’ordre de re´solution de ces e´quations. Ces deux points
seront utilise´s dans des contextes di↵e´rents aux chapitres 2 et 6 de ce me´moire, et ne´cessiteront
des adaptations spe´cifiques. Cependant, l’ide´e ge´ne´rale de la construction sera toujours identique.
C’est pourquoi ce rappel nous semble eˆtre important pour faciliter la compre´hension globale de ce
manuscrit.
L’ide´e lorsque l’on cherche un de´veloppement BKW est de faire le pari que la solution he´rite du
caracte`re fortement oscillant des termes sources. On postule donc que le terme source fortement
oscillant sur le bord ge´ne`re des paquets d’ondes fortement oscillants a` l’inte´rieur du domaine. On
cherche donc une solution formelle du proble`me aux limites (1.14), u" sous la forme :
u" ⇠
KX
j=1
e
i
"('(t,x
0)+xd⇠jd)v"j (t, x), (1.15)
ou` les (⇠jd)j seront de´termine´s par la suite et ou` l’on e´crit les v
"
j (t, x) sous forme de de´veloppements
asymptotiques selon les puissances de " :
v"j (t, x) ⇠
X
n 0
"nun,j(t, x).
On injecte ensuite l’ansatz (1.15) dans l’e´quation d’e´volution du proble`me aux limites (1.14), pour
obtenir une cascade d’e´quations de la forme :
1  j  K, 8n 2 N,
(
L(d', ⇠jd)u0,j = 0,
iL(d', ⇠jd)un+1,j + L(@)un,j = 0,
(1.16)
ou` L de´signe le symbole de l’ope´rateur L(@) : pour ⇠ = (⇠0, ..., ⇠d) 2 Rd+1,
L(⇠) := ⇠0 +
dX
j=1
⇠jAj .
La premie`re e´quation de la cascade (1.16) implique que l’amplitude principale u0,j est polarise´e
sur kerL(d'j) ; en particulier, ce noyau doit eˆtre non trivial. En d’autres termes, la relation de
dispersion5 suivante doit eˆtre ve´rifie´e :
det(L(d'j)) = 0.
En particulier, les ⇠jd sont les valeurs propres de la matrice A(i⌧ , ⌘) et peuvent donc eˆtre soit imag-
inaires pures, non de´ge´ne´re´es si le mode associe´ est hyperbolique, de´ge´ne´re´es si le mode associe´ est
de glancing ou encore complexes de partie re´elle non nulle. Dans tout ce manuscrit, on supposera
que la fre´quence (i⌧ , ⌘) n’est pas de glancing ; on renvoie a` [Wil96] et [Wil00] pour la construction
du de´veloppement BKW dans le cas d’une fre´quence de glancing.
5Dans le cas d’une phase ' non plane, on parle plutoˆt d’e´quation e´ikonale. Cette e´quation est de type Hamilton-
Jacobi et admet donc a priori un temps maximal de re´solution.
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On note J   0, le nombre de valeurs propres imaginaires pures de la matrice A(i⌧ , ⌘), note´es
(⇠jd)j , et on corrige l’expression de l’ansatz (1.15) de la fac¸on suivante :
u"(t, x) ⇠
JX
j=1
ei
'j
"
X
n 0
"nun,j(t, x) +
X
n 0
ei
'
" "nUn
⇣
t, x,
xd
"
⌘
, (1.17)
ou` l’on a pose´
'j(t, x) := '(t, x
0) + ⇠jdxd.
Le nouvel ansatz (1.17), se compose de deux sommes, la premie`re prend en compte les modes
hyperboliques et la seconde les modes elliptiques. On remarquera aussi que l’oscillation dans la
direction normale est spe´cifie´e pour les modes hyperboliques, tandis que la de´croissance dans la
variable rapide Xd =
xd
" ne l’est pas pour les modes elliptiques. Ce choix est motive´ par le fait
que l’on s’attend a` ce que les amplitudes associe´es aux modes elliptiques aient une de´croissance
exponentielle dans la variable normale. Ainsi, on peut traiter leur contribution sans di↵e´rencier la
valeur propre complexe a` laquelle elles sont lie´es.6
Si on injecte le nouvel ansatz (1.17) dans l’e´quation d’e´volution du proble`me (1.14), la cascade
pour les amplitudes hyperboliques un,j est inchange´e et on ajoute la cascade suivante pour les
amplitudes elliptiques Un :8>>>><>>>>:
L(d'j)u0,j = 0, 1  j  J,
iL((d'j)un+1,j + L(@)un,j = 0, 8n   0, 1  j  J,
L(@Xd)U0 = 0,
L(@Xd)Un+1 + L(@)Un = 0, 8n   0,
(1.18)
ou` l’ope´rateur de de´rivation dans la variable rapide L(@Xd) est de´fini par :
L(@Xd) := Ad(@Xd +A(i⌧ , ⌘)),
et permet de se ramener a` une e´quation di↵e´rentielle ordinaire, dans la variable rapide Xd, analogue
a celle que l’on avait introduite pour e´tudier le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me (1.10).
Par conse´quent, une solution de l’e´quation L(@Xd)U0 = 0 peut eˆtre calcule´e a` condition que l’on
connaisse la valeur de la trace U0|Xd=0 (voir [Les07] pour une re´solution rigoureuse). De la meˆme
manie`re, au prix d’une composition par des projecteurs bien choisis, le lemme de Lax [Lax57] permet,
pour de´terminer l’une des amplitudes u0,j , de se ramener a` re´soudre une e´quation de transport :
(@t + vj ·rx)u = 0, (1.19)
ou` vj := (vj,1, ..., vj,d) 2 Rd est la vitesse de groupe associe´e a` la phase 'j (cf. la de´finition 2.1.2 ou
encore [Rau12], pour une de´finition pre´cise de cet objet).
Dans le cas du proble`me aux limites standard, on doit distinguer deux cas selon le signe de vj,d.
⇧ vj,d < 0 : le phe´nome`ne de transport dans l’e´quation (1.19) se fait alors de l’inte´rieur du
domaine vers le bord (on parle alors de transport sortant, ou non causal). Par conse´quent, la trace
en {xd = 0} de la solution sera de´termine´e par re´solution de l’e´quation de transport (1.19), pour
laquelle aucune condition de bord sur {xd = 0} ne doit eˆtre impose´e. On peut alors re´soudre
6Choisir de ne pas spe´cifier la de´pendance par rapport a` la variable normale pour les modes elliptiques provient de
[Les07]. Ceci constitue un le´ger avantage par rapport a` la me´thode de [Wil96] car on n’a pas ici besoin de supposer
que la matrice A(i⌧ , ⌘) est diagonalisable sur les modes elliptiques.
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ces e´quations avant toutes les autres en inte´grant directement l’e´quation de transport (1.19) le long
des caracte´ristiques.
⇧ vj,d > 0 :7 le phe´nome`ne de transport dans l’e´quation (1.19) se fait alors du bord du domaine
vers l’inte´rieur (on dit que ce transport est entrant ou causal). Par conse´quent, la trace en {xd = 0}
de la solution a besoin d’eˆtre spe´cifie´e pour re´soudre l’e´quation de transport (1.19). En d’autres
termes, on a besoin d’une condition de bord pour re´soudre (1.19).
Pour de´terminer cette condition de bord, on injecte l’ansatz (1.17) dans la condition de bord du
proble`me aux limites (1.14), et l’on obtient :
B
24 X
j,vj,d>0
u0,j + U0|Xd=0
35
|xd=0
= G, (1.20)
ou` le terme source G de´pend de g et possiblement des amplitudes u0,j associe´es a` des vitesses de
groupes sortantes (qui sont de´ja` de´termine´es).
Le point important pour obtenir la valeur de la trace u0,j|xd=0 pour une vitesse de groupe entrante
est de remarquer que le sous-espace kerL(d'j) (sur lequel u0,j est polarise´e) est inclus dans le sous-
espace stable Es(i⌧ , ⌘) (voir par exemple [CG10] pour une preuve). Par conse´quent, la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’inverser le membre de gauche de (1.20) et donne la valeur des
traces u0,j|xd=0 (encore une fois apre`s avoir applique´ le projecteur ade´quat). On peut donc re´soudre
l’e´quation de transport dans le cas d’une vitesse de groupe entrante ce qui de´termine l’amplitude
u0,j .
De la meˆme manie`re, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’obtenir la valeur de
la trace U0|xd=Xd=0 et un rele`vement de cette dernie`re en une trace sur U0|Xd=0 permet de de´terminer
l’amplitude e´vanescente U0. On reviendra plus en de´tail sur ce point dans le coeur du manuscrit.
La construction des amplitudes d’ordre plus e´le´ve´ en ", un,j et Un pour n   1, se fait ensuite
par de´composition de l’amplitue en une partie polarise´e (dont la de´termination suit les meˆmes ide´es
que pour l’amplitude principale) et d’une partie non polarise´e qui de´pend de fac¸on explicite des
amplitudes d’ordres infe´rieurs.
Une fois le de´veloppement BKW construit, le proble`me aux limites (1.14) e´tant line´aire et
fortement bien pose´, on montre alors facilement que le de´veloppement BKW converge bien (dans
un certain sens) vers la solution exacte de (1.14).
On a mentionne´ a` la fin du sous-paragraphe pre´ce´dent que le chapitre 2 e´tait consacre´ au calcul
de de´veloppements BKW lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’e´tait pas satisfaite.
On expose donc succintement comment le propos que l’on a tenu jusque ici se trouve modifie´ dans
ce contexte. Le seul endroit (mais pas le moindre) ou` l’on a utilise´ la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans l’e´tude pre´ce´dente est lors de la de´termination de la trace des amplitudes entrantes.
Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est plus ve´rifie´e pour la fre´quence (i⌧ , ⌘) alors l’une
des traces des amplitudes oscillantes u0,j ou la trace de l’amplitude e´vanescente U0 s’e´crit sous la
forme ↵(t, x0)e, ou` e est un vecteur ge´ne´rateur de kerB \ Es(i⌧ , ⌘). Par conse´quent, la condition
de bord (1.20) ne permet pas de de´terminer ↵.
La me´thode pour surmonter cette di culte´ (voir [CG10] dans le cas ou e est un mode hyper-
bolique de Es(i⌧ , ⌘) et [Mar10] si e correspond a` mode elliptique) consiste a` e´tudier soigneusement
la condition de bord ve´rifie´e par les amplitudes d’ordre supe´rieur et d’en extraire une e´quation qui
7Le cas vj,d = 0 qui conduirait a` une e´quation de transport de´ge´ne´re´e est ici exclu car on a suppose´ que la fre´quence
(i⌧ , ⌘) e´tait hors de la zone de glancing.
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permet de de´terminer ↵. On notera que dans [CG10] et [Mar10], bien que les techniques utilise´es
soient di↵e´rentes, l’e´quation qui permet de de´terminer ↵ est une e´quation de transport sur {xd = 0}.
Le de´veloppement BKW, une fois sa convergence vers la solution exacte u" e´tablie, est alors
un formidable outil pour de´montrer des proprie´te´s qualitatives sur la solution u". En e↵et, si on
veut de´montrer que la solution u" ve´rifie ne´cessairement une certaine proprie´te´, on commence par
raisonner par l’absurde. On choisit alors un terme source de manie`re a` ce que le de´veloppement
BKW associe´ ve´rifie la proprie´te´ souhaite´e et puisque le de´veloppement BKW ”est une bonne
approximation” de la solution exacte (a` condition que la vitesse de convergence soit assez grande et
que les espaces dans lequels se fait la convergence soient assez pre´cis), cette dernie`re doit aussi ve´rifier
la proprie´te´. En pratique, cet argument est assez solide lorsque l’on s’inte´re`sse a` l’optimalite´ des
pertes de de´rive´es pour les proble`mes faiblement bien pose´s. Pour de´montrer l’optimalite´ d’une perte
d’une de´rive´e, il su t alors de prendre un terme source en O(") et de montrer que le de´veloppement
BKW associe´ est en O(1).
1.3 Le proble`me a` coin.
L’e´tude des proble`mes a` coin dans le cas ge´ne´ral, c’est-a`-dire pour un ope´rateur hyperbolique a`
multiplicite´ constante et des conditions de bord matricielles B1 et B2 ge´ne´riques, de´bute en 1962
avec Sarason qui de´montre un lemme ”fort=faible” [Sar62]. On peut aussi citer [Pey65] qui par des
arguments de re´gularisation e´tablit cette identite´ fort=faible dans le cas particulier ou` les matrices
A1 et A2 commutent. La question de l’estimation d’e´nergie a priori, et plus ge´ne´ralement du
caracte`re fortement bien pose´, est e´tudie´e en 1973 par Osher [Osh73] puis est reste´e plus ou moins
en suspens depuis les articles de l’an dernier de Huang et Temam [HT14a] et [HT14b]. Cependant,
durant ces quarante ans, on peut toutefois citer de nombreux travaux pour e´tablir le caracte`re
fortement bien pose´ de l’e´quation des ondes avec des conditions de bords particulie`res. Ces papiers
e´tant assez peu connus on se permet ici d’en donner une liste [BT96a]-[BT96b]-[KT80]-[KO71] et
[Tan78]. A propos de la construction de solution pour l’e´quation d’Euler dans un pave´ et avec des
conditions de bord dissipatives on peut citer [GS01].
On peut aussi mentionner des techniques de re´gularisation elliptique pour re´soudre le proble`me
a` coin a` conditions de bord strictement dissipatives [Sar67] et [Hua0]. Ainsi que deux articles de
Sarason pour les proble`mes a` coin syme´trique [Sar70] et [Sar77].
Enfin, on peut aussi citer l’article [Pey75], dans lequel l’auteur obtient des re´sultats proches de
ceux de [Hua0] sous une condition dite de torsion sur les Aj .
1.3.1 Caracte`re fortement bien pose´.
Le sche´ma de de´monstration que l’on a choisi de suivre pour e´tablir le caracte`re fortement bien pose´
du proble`me a` coin est le meˆme que pour le proble`me aux limites standard. C’est-a`-dire, estimation
d’e´nergie a priori, construction d’une solution faible et utilisation pour conclure d’un lemme de type
”fort=faible”.
Pour le dernier point, on a utilise´ le re´sultat de Sarason, [Sar62]. En e↵et, dans le cas du
proble`me a` coin la technique de re´gularisation utilise´e pour le proble`me aux limites standard sem-
ble di cile a` adapter car on n’a pas de de´termination re´gulie`re de la variable normale. En e↵et, il
semble di cile de re´gulariser la solution faible dans d   1 directions tout en conservant les traces
de cette solution.
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Dans ce sous-paragraphe, on donnera des e´le´ments de de´monstration concernant l’estimation
d’e´nergie a priori. Ce manuscrit ne contient pas de de´monstration qui permet de conclure au car-
acte`re fortement bien pose´ dans le cadre ge´ne´ral, mais apporte des avance´es par rapport a` l’e´tat de
la litte´rature. Avant de de´crire ces avance´es, on va pre´senter un cadre particulier pour lequel on
peut tout de meˆme conclure au caracte`re fortement bien pose´.
Comme pour le cas du proble`me aux limites standard, un cadre d’e´tude plus simple est le
cadre des proble`mes a` coin qui admettent des conditions strictement dissipatives sur chaque face
du quart d’espace. Ainsi, l’estimation d’e´nergie a priori est, comme dans le cas du proble`me aux
limites standard, facilement e´tablie par un argument d’inte´gration par parties. La construction de
la solution faible se base sur une adaptation des re´sultats de Lax et Phillips [LP60] qui permet
de construire un proble`me dual qui admet des conditions de bord strictement dissipatives. La
de´monstration comple`te de ce re´sultat peut eˆtre trouve´e au chapitre 4 de ce manuscrit.
Le caracte`re fortement bien pose´ d’un proble`me pose´ dans un rectangle, meˆme lorsque ce dernier
est a` coe cients variables, dans le cas des conditions de bord strictement dissipatives, a aussi e´te´
e´tabli re´cemment par Huang et Temam, d’abord pour l’e´quation de Saint-Venant [HT14b], puis pour
un ope´rateur hyperbolique ge´ne´ral [HT14a]. Dans ces articles, les auteurs utilisent le the´ore`me de
Hille-Yossida (dont on a mentionne´ l’e cacite´ pour le proble`me aux limites standard strictement
dissipatif). Il nous semble toutefois assez di cile d’adapter leur me´thode a` un domaine non borne´
(sauf dans le cas particulier ou` la matrice A 11 A2 est diagonalisable a` valeurs propres re´elles) pour le
proble`me dans le quart d’espace car un point important de leur de´monstration se base sur l’ine´galite´
de Poincare´.
On suppose maintenant que le proble`me a` coin ne satisfait plus des conditions de bord stricte-
ment dissipatives mais seulement la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face du
bord (on montre facilement par des arguments de vitesse finie de propagation que cette hypothe`se est
ne´cessaire au caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin). Et on veut de´montrer l’estimation
d’e´nergie a priori. La me´thode que l’on de´crit au chapitre 5 de ce me´moire est celle introduite
par Osher dans [Osh73] et se base, comme dans le cas du proble`me aux limites standard, sur la
construction d’un syme´triseur de type Kreiss. Toutefois, le syme´triseur construit par Osher n’est
plus une matrice mais est un ”vrai” ope´rateur sur L2(R+). La construction de ce syme´triseur sera
de´taille´e au chapitre 5, on se contente ici d’en donner les e´le´ments marquants.
Sans surprise, pour construire ce syme´triseur, Osher introduit une nouvelle condition. La prove-
nance de cette condition est la suivante : on suppose que le proble`me a` coin homoge`ne a` l’inte´rieur,
admet une solution u 2 L2. On peut alors prolonger cette solution par ze´ro pour les x1 ne´gatifs
pour obtenir une solution du proble`mes aux limites dans le demi-espace {x2   0}. On reprend
l’e´tude du proble`me aux limites standard de´crite dans le sous-paragraphe 1.2.1, par transforme´e de
Laplace dans la variable temporelle et transforme´e de Fourier dans les variables spatiales tangen-
tielles x1 $ ⌘1 et x0 $ ⌘ = (⌘3, ..., ⌘d) 2 Rd 2 on peut e´crire :⇢ d
dx2
u = A2( , ⌘1, ⌘)u+A 12 A1u|x1=0, sur x2   0,
B2u|x2=0 = 0, sur xd = 0.
(1.21)
D’apre`s la formule de Duhamel, on peut de´composer cette solution u en une partie stable ⇧s2u et
une partie instable ⇧u2u avec :
⇧s2u(x2) := e
x2A2⇧su(0) +
Z x2
0
e(x2 s)A2⇧s2A
 1
2 A1u|x1=0(s) ds, (1.22)
⇧u2u(x2) :=  
Z +1
x2
e(x2 s)A2⇧u2A
 1
2 A1u|x1=0(s) ds, (1.23)
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ou` les projecteurs ⇧s2 et ⇧
u
2 sont les projecteurs sur les sous-espaces stable et instable de la matrice
re´solvante A2( , ⌘1, ⌘).
En particulier, l’e´quation (1.23) donne la valeur de la partie instable de la trace de la solution
en {x2 = 0} en fonction de la valeur de la trace de la solution en {x1 = 0}. On applique ensuite
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme qui permet d’exprimer la partie stable de la trace en
{x2 = 0} en fonction de sa partie instable. On obtient donc la valeur de la trace u|x2=0 en fonction
de la valeur de la trace u|x1=0 par une e´quation de la forme :
u|x2=0 = T1!2( , ⌘)u|x1=0, (1.24)
ou` T1!2(⌧, ⌘) est un ope´rateur dont on donnera l’expression exacte au chapitre 5, plus pre´cise´ment
au sous-paragraphe 5.3.2.
Maintenant, en reprenant les meˆmes calculs apre`s avoir e´tendu la solution par ze´ro pour les x2
ne´gatifs, on obtient une relation de la forme :
u|x1=0 = T2!1( , ⌘)u|x2=0 + Pg1, (1.25)
ou` P est un multiplicateur de Fourier et T2!1( , ⌘) un ope´rateur analogue a` T1!2( , ⌘). La condition
qu’Osher impose est donc, au vu des e´quations (1.24) et (1.25), la suivante :
Hypothe`se 1.3.1 L’ope´rateur (I   T2!1T1!2)( , ⌘) est inversible sur L2(R+). De plus, l’inverse
est uniforme´ment borne´ par rapport aux parame`tres ( , ⌘), c’est-a`-dire qu’il existe une constante
C > 0, inde´pendante de ( , ⌘), telle que
8v 2 L2(R+), k(I   T2!1T1!2)( , ⌘) 1vkL2(R+)  CkvkL2(R+).
Cette hypothe`se supple´mentaire semble malheureusement tre`s di cile a` ve´rifier en pratique.
A notre connaissance, le seul cas ou` l’on arrive a` expliciter l’ope´rateur (I   T2!1T1!2)( , ⌘) et a`
ve´rifier son inversibilite´ est l’exemple d’Osher de [Osh74a], qui est un syste`me de deux e´quations de
transports couple´es seulement par les conditions de bord. Nos tentatives pour essayer d’expliciter
l’ope´rateur (I T2!1T1!2)( , ⌘) pour l’e´quation des ondes en dimension deux sont, a` ce jour, reste´es
infructueuses.
Toutefois, inde´pendamment de la question de la ve´rification de l’hypothe`se 1.3.1, Osher montre
que cette hypothe`se est su sante pour e´tablir une estimation d’e´nergie a priori. Pour cela, Osher
construit un ope´rateur syme´triseur de type Kreiss. Le proble`me est que cette estimation comprend,
a priori, de nombreuses pertes de de´rive´es, aussi bien sur les faces du domaine qu’a` l’inte´rieur.
Malheureusement, le nombre de pertes de de´rive´es n’est pas explicite. On semble donc eˆtre assez
loin d’une estimation d’e´nergie a priori qui conduirait a` un caracte`re fortement bien pose´.
Une des contributions de ce travail est d’avoir compris que si, en plus de l’hypothe`se 1.3.1,
les ope´rateurs T2!1( , ⌘) et T1!2( , ⌘) e´taient borne´s sur L2(R+), uniforme´ment par rapport aux
parame`tres   et ⌘, alors l’estimation d’e´nergie de´montre´e par Osher dans [Osh73] est sans pertes,
et est une estimation d’e´nergie a priori dont pourrait de´couler le caracte`re fortement bien pose´.
Etablir le caracte`re uniforme de la borne des ope´rateurs T2!1( , ⌘) et T1!2( , ⌘) ne semble
pas trivial. Cependant, on a bon espoir qu’une de´composition de ces ope´rateurs en ope´rateurs
inte´graux de Fourier puisse aider a` avancer dans la de´monstration de ce re´sultat (cf. [Dui11]). Un
autre re´sultat de ce travail est d’avoir montre´, sous une hypothe`se technique sur la matrice A 11 A2,
le caracte`re borne´ (non uniforme) des ope´rateurs T2!1( , ⌘) et T1!2( , ⌘) sur L2(R+). Ce re´sultat,
bien que ne su sant pas pour conclure, semble eˆtre de bon augure et nous permet d’eˆtre optimiste
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quant au caracte`re uniforme´ment borne´ des ope´rateurs T2!1( , ⌘) et T1!2( , ⌘).
Concernant l’existence de la solution faible du proble`me a` coin avec un ope´rateur hyperbolique
ge´ne´ral, la litte´rature comprend assez peu d’e´le´ments de re´ponses. Dans le cas de l’e´quation des
ondes, on peut tout de meˆme citer [KT80] et [BT96a] qui construisent des solutions faibles, mais
utilisent lors de cette construction assez fortement la structure particulie`re de l’e´quation des ondes.
Ainsi leurs techniques semblent assez di ciles a` adapter au cas ge´ne´ral. On a donc de´cide´ de
reprendre le meˆme sche´ma de de´monstration que pour le proble`me aux limites, c’est-a`-dire de
construire un proble`me dual et de de´montrer que ce dernier ve´rifie l’estimation d’e´nergie a priori.
Cette technique de de´monstration n’est probablement pas ne´cessaire dans le cas des syste`mes
line´aires a` coe cients constants. En e↵et, si on fait le paralle`le avec les proble`mes aux limites
standards, construire une solution faible devrait pouvoir se faire ”a` la main” sans introduire un
proble`me dual. Si on fait le paralle`le avec le proble`me aux limites standard, il se peut que lors de
cette construction on voit apparaitre une version non uniforme de la condition d’Osher. Ceci serait
un fort argument en faveur du carcte`re ne´cessaire de cette condition. Toutefois, si on veut a` l’avenir
de´montrer le caracte`re fortement bien pose´ pour les proble`mes a` coin a` coe cients variables, passer
par un proble`me dual semble ne´cessaire.
La construction du proble`me dual ne pose pas particulie`rement de proble`me, il su t de repren-
dre la construction du proble`me dual pour un proble`me aux limites standard. Pour de´montrer que
ce proble`me ainsi construit ve´rifie l’estimation d’e´nergie a priori, il faut alors montrer qu’il satisfait
les hypothe`ses sous lesquelles on pense pouvoir de´montrer, a` l’avenir, l’estimation d’e´nergie a priori
pour le proble`me a` coin primal. On doit donc ve´rifier que les analogues des ope´rateurs T2!1( , ⌘) et
T1!2( , ⌘), note´s eT2!1( , ⌘) et eT1!2( , ⌘), sont uniforme´ment borne´s sur L2(R+) et que le proble`me
a` coin dual ve´rifie l’analogue de l’hypothe`se 1.3.1.
Le premier point, si on arrive a` l’e´tablir pour le proble`me primal, passe sans grande di culte´
au proble`me dual car, pour ainsi dire, les ope´rateurs pour le proble`me dual eT2!1( , ⌘) et eT1!2( , ⌘)
ont exactement la meˆme forme que les ope´rateurs du proble`me primal.
Le second point, c’est-a`-dire que l’ope´rateur pour le proble`me dual I   ( eT2!1 eT1!2)( , ⌘) est
uniforme´ment borne´ sur L2(R+) pourrait a` la limite eˆtre place´ comme une hypothe`se. Cependant,
cela ne serait pas tout a` fait satisfaisant. En e↵et, si on se rappelle de la situation pour le proble`me
aux limites standards, on a mentionne´ que le proble`me aux limites standard primal ve´rifiait la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme si et seulement si le proble`me aux limites standard dual
la ve´rifiait. Ainsi, pour le proble`me aux limites standard, il su t d’imposer seulement la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour le proble`me primal.
On pense que le meˆme re´sultat est vrai pour la condition d’Osher, c’est-a`-dire que le proble`me
a` coin primal ve´rifie la condition d’Osher si et seulement si le proble`me a` coin dual ve´rifie la condi-
tion d’Osher. Si un tel re´sultat est e↵ectivement vrai, alors on aura seulement besoin de supposer
la condition d’Osher sur le proble`me primal pour conclure. Mais plus important, cela montrerait
que la condition d’Osher est une condition bien adapte´e au proble`me a` coin et lui confe`rerait (en
un certain sens) un caracte`re ”intrinse`quement relie´” au proble`me a` coin. On pense donc que
philosophiquement, un tel re´sultat serait un fort argument en faveur du caracte`re ne´cessaire de la
condition d’Osher pour que le proble`me a` coin soit fortement bien pose´.
On n’a pas dans ce manuscrit ni construit une solution faible du proble`me a` coin ”a` la main”,
ni de´montre´ une telle e´quivalence. Ces points sont toujours en cours d’e´tude et constituent une
perspective de ce travail de the`se. La principale di culte´ pour construire une solution faible a` la
main est que bien que la condition d’Osher (cf. hypothe`se (5.3.2)) nous donne des candidats naturels
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pour les traces de la solution, il faut eˆtre en mesure de construire une solution dont les traces sont
ces bons candidats. La di culte´ pour de´montrer que la condition d’Osher passe au proble`me dual
est que par rapport a` la de´monstration pour le proble`me aux limites dual [BG07], on se place ici en
dimension infinie et par conse´quent, les meˆmes arguments se ge´ne´ralisent pas si facilement.
1.3.2 De´veloppements d’optique ge´ome´trique pour des proble`mes a` coin.
Dans ce sous-paragraphe on notera
@⌦1 := {(t, 0, x2) 2 R⇥ R+} , et @⌦2 := {(t, x1, 0) 2 R⇥ R+} ,
les deux faces du quart d’espace
⌦ := {(t, x1, x2) 2 R⇥ R+ ⇥ R+} .
Le dernier chapitre de ce manuscrit donne une construction rigoureuse de de´veloppements
d’optique ge´ome´trique pour des proble`mes a` coin. La litte´rature sur ce sujet se compose, a` notre
connaissance, essentiellement d’un article de 1975 de Sarason et Smoller [SS75]. Dans cet article, les
auteurs donnent de pre´cieux e´le´ments pour comprendre comment un rayon de l’optique ge´ome´trique
va rebondir sur les faces du domaine, et indiquent de possibles nouveaux phe´nome`nes cause´s par la
pre´sence du coin. Toutefois, dans [SS75] aucune construction rigoureuse du de´veloppement d’optique
ge´ome´trique n’est donne´e.
Le lecteur peut s’e´tonner du fait que l’on se soit lance´ dans la construction de de´veloppements
d’optique ge´ome´trique alors que le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me n’est pas de´montre´
dans le cadre ge´ne´ral. Nos motivations, qui expliquent ce choix, ont e´te´ les suivantes. Premie`rement,
on voulait comprendre l’article de Sarason et Smoller, en particulier le the´ore`me principal qui donne
un exemple de proble`me a` coin qui n’est pas fortement bien pose´. Deuxie`mement, on sait tout de
meˆme que si le proble`me a` coin admet des conditions de bord strictement dissipatives sur chaque
face alors, il est fortement bien pose´. Ainsi, on pourra de´montrer la convergence des de´veloppements
BKW que l’on a construit vers la solution exacte du proble`me dans ce cadre particulier. Enfin, et
cela constitue peut-eˆtre la motivation qui a e´te´ la plus instructive, comme indique´ a` la fin du sous-
paragraphe pre´ce´dent, on pense que le point qui fait obstacle a` une de´monstration du caracte`re
fortement bien pose´ pour le proble`me a` coin est que l’on ne comprend pas assez bien (a` l’heure
actuelle) la condition 1.3.1 et les ope´rateurs T1!2( , ⌘) et T2!1( , ⌘). Or, on a de´ja` mentionne´
au sous-paragraphe 1.2.2 que pour le proble`me aux limites standard, une version micro-localise´e
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme apparaissait naturellement lorsque l’on construisait
des de´veloppements BKW. On s’est donc demande´ si la meˆme chose ne se produisait pas pour la
condition d’Osher et le proble`me a` coin, dans l’espoir de donner de nouveaux e´le´ments concernant
la condition d’Osher.
On pense que le chapitre 6 donne des e´le´ments en faveur du fait qu’en e↵et, une version micro-
localise´e de la condition d’Osher apparait bien dans la construction des de´veloppements BKW.
Avant de de´crire plus en avant ces e´le´ments, on de´crit un phe´nome`ne qui nous semble inte´ressant.
Dans le de´veloppement d’optique ge´ome´trique d’un proble`me a` coin de seulement deux e´quations,
line´aire a` coe cients constants, il se peut que le nombre de phases ge´ne´re´es par rebonds succes-
sifs entre les deux faces du quart d’espace soit infini, et ceci si l’on choisit un terme source sur le
bord qui oscille selon une unique phase. Qu’un tel phe´nome`ne puisse se produire est assez sur-
prenant car habituellement une infinite´ de phases dans le de´veloppement BKW est provoque´e par
des phe´nome`nes de re´sonances et de ge´ne´ration d’harmoniques propres aux proble`mes non line´aires
(voir, par exemple, [JMR93]). A notre connaissance, l’exemple du sous-paragraphe 6.6 constitue
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donc le premier exemple de de´veloppement d’optique ge´ome´trique avec une infinite´ de phases associe´
a` un syste`me line´aire.
Cependant, cette infinite´ de phases pose un proble`me. Il n’est pas clair de prime abord que
la se´rie de´finissant le de´veloppement d’optique ge´ome´trique ait un sens. En l’occurence pour don-
ner un sens au de´veloppement BKW tronque´ du sous-paragraphe 6.6 on a e´te´ amene´ a` faire des
restrictions sur les conditions de bord du proble`me plus fortes que celles qui conduiraient a` un
proble`me strictement dissipatif pour chaque face et donc a` un proble`me fortement bien pose´. Ces
restrictions ne sont toutefois probablement pas ne´cessaires si on se place dans un cadre strictement
dissipatif sur chaque face et sont peut-eˆtre lie´es au fait que l’on n’a pas pris en compte le caracte`re
oscillant de la se´rie dans notre e´tude. Savoir si des restrictions sont ne´cessaires pour construire le
de´veloppement BKW dans le cas d’une infinite´ de phases lorsque l’on impose seulement la condi-
tion de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face du domaine est ne´anmoins une question ouverte.
Un autre nouveau phe´nome`ne par rapport au de´veloppement BKW pour les proble`mes aux
limites standard est qu’il est possible d’avoir des phases autointeragissantes. On explicite ce terme
sur l’exemple suivant : imaginons (un exemple ve´rifiant la construction ci-dessous sera donne´ au
sous-paragraphe 6.9.1) un proble`me a` coin avec un terme source sur la face @⌦1 ge´ne´rant un rayon
d’optique ge´ome´trique oscillant selon une phase '1 qui voyage vers la face @⌦2. Ce rayon sera
re´fle´chi en (au moins) un rayon oscillant selon une phase '2. On suppose que ce nouveau rayon
voyage vers la face @⌦1 et y est re´flechi en un rayon associe´ a` une phase '3 qui voyage vers la face
@⌦2 et s’y re´fle´chit en un rayon oscillant selon '4 voyageant vers @⌦1. Alors, il se peut parfaitement
que lors du rebond contre @⌦1 l’une des phase ge´ne´re´es soit la phase initiale '1. Ainsi, en un certain
sens, la phase '1 s’autoge´ne`re car on la retrouve dans l’ensemble des phases qui ont e´te´ ge´ne´re´es par
ses rebonds. En terme d’allure des bicaracte´ristiques du proble`me a` coin on voit donc apparaitre
un motif qui se re´pe`te.
Le the´ore`me principal du chapitre 6 est une construction rigoureuse d’un de´veloppement BKW
lorsque de telles phases autointeragissantes sont pre´sentes. La de´monstration de ce the´ore`me repose
sur les ide´es suivantes. On commence par appliquer un proce´de´ qui nous permet de de´terminer toutes
les phases re´elles, ('k)k2N que l’on s’attend a` pouvoir ge´ne´rer par rebonds d’une phase oscillante
sur l’une des faces du domaine. Afin de pre´venir tout proble`me de de´finition du de´veloppement
BKW, on fait l’hypothe`se que le nombre de phases ge´ne´re´es est fini, ce qui est le cas sur certains
exemples. On postule alors un ansatz de la forme :
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"nun,k + a.t. ,
ou` le sigle a.t. de´signe des amplitudes lie´es a` des phases complexes. La de´termination rigoureuse de
ces amplitudes sera faite au chapitre 6, et on ne pense pas qu’il soit pertinent de la de´crire ici.
On injecte ensuite l’ansatz dans le proble`me a` coin et l’on obtient une cascade d’e´quations. La
question maintenant est de trouver une manie`re de re´soudre cette cascade d’e´quations. Ceci revient
a` trouver un ordre de re´solution des e´quations et en particulier a` isoler une e´quation que l’on va
re´soudre avant les autres, pour initialiser la re´solution. Le proble`me est que, puisque l’ansatz que
l’on a choisi contient des phases autointeragissantes, l’ordre n’est pas aussi imme´diat que dans le
cas du proble`me aux limites standard, ou meˆme du proble`me a` coin sans phases d’autointeractions.
On a toutefois montre´ (ce qui constitue la partie technique de la de´monstration du the´ore`me
6.9.2) que l’on pouvait toujours exprimer, au prix d’un certain nombre de re´solutions d’e´quations
de transport, une amplitude non autointeragissante quelconque en fonction de l’une des amplitudes
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pour une phase autointeragissante. Donc, pour de´terminer l’inte´gralite´ des amplitudes dans le
de´veloppement BKW, il su t de de´terminer les amplitudes lie´es aux phases autointeragissantes et
l’on est ensuite libre de l’ordre de re´solution des autres e´quations dans la cascade.
La de´termination des amplitudes autointeragissantes passe par la re´solution d’une nouvelle
e´quation d’amplitude qui s’e´crit sous la forme :
(I   T )u = G, (1.26)
ou` u 2 L2(R ⇥ R+), G 2 L2(R ⇥ R+) et ou` T est un ope´rateur sur L2(R ⇥ R+) qui s’e´crit sous la
forme :
(Tu)(t, x) := Su(t  ↵x, x). (1.27)
Les expressions des coe cients ↵,   et S sont explicitement calculables. On retiendra juste ici que
  est le rapport des pentes des vitesses de groupe des phases autointeragisantes et que S est une
compose´e de matrices et de projecteurs qui prend en compte les coe cients de re´flexion d’un rayon
lors d’un rebond faisant passer d’une phase autointeragissante a` une autre.
On peut alors montrer qu’une condition su sante (et aussi ne´cessaire dans une bonne majorite´
des cas) pour que l’ope´rateur (I   T ) soit inversible sur L2(R⇥ R+) est :
|S| <
p
 ,
condition qui signifie que l’amplification de l’e´nergie d’un rayon lors des rebonds ne doit pas de´passer
un certain seuil. En d’autres termes, il s’agit d’une restriction sur les conditions de bord du proble`me
a` coin.
Sous cette hypothe`se on peut de´terminer les amplitudes lie´es aux phases autointeragissantes et
donc l’inte´gralite´ des amplitudes du de´veloppement BKW.
Il est inte´ressant de remarquer que l’e´quation (1.26), que l’on a besoin de re´soudre pour construire
le de´veloppement BKW, est exactement de la meˆme forme que la condition d’Osher 1.3.1 que l’on
pense ne´cessaire pour de´montrer le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin. On pense
que, par analogie avec la construction des de´veloppements BKW pour des proble`mes aux limites
standards, la condition d’inversibilite´ pour re´soudre (1.26) doit eˆtre une version microlocale de la
condition d’Osher 1.3.1.
Une de´monstration de ce re´sultat, qui pourrait passer par une de´composition de l’ope´rateur
T2!1T1!2(⌧, ⌘) en une somme d’ope´rateurs inte´graux de Fourier, est la perspective de ce travail
doctoral qui nous parait la plus inte´ressante. En e↵et, si un tel re´sultat e´tait vrai, cela donnerait un
tre`s fort argument en faveur du fait que la condition d’Osher 1.3.1 est ne´cessaire pour le caracte`re
fortement bien pose´ du proble`me a` coin.
1.4 Organisation du manuscrit.
Sans compter ce chapitre d’introduction, ce manuscrit se compose de cinq chapitres. Les chapitres
2 et 3 traitent de proble`mes aux limites hyperboliques standards, tandis que les chapitres 4, 5 et 6
traitent de proble`mes aux limites dans un quart d’espace.
Les re´sultats de ces chapitres sont, dans une tre`s grande mesure, inde´pendants les uns des autres.
C’est pourquoi, on a adopte´ le parti de rendre autant que possible chaque chapitre autosu sant pour
e´viter les renvois fre´quents au de´but du manuscrit. Par conse´quent, les hypothe`ses sous lesquelles
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s’appliquent les re´sultats, bien que pouvant eˆtre tre`s semblables, voir meˆme analogues, d’un chapitre
a` l’autre, seront rappele´s dans chaque chapitre. On e´spe`re que ce choix ne donnera pas un sentiment
de redondance au lecteur.
Pour finir cette introduction, on donne ici un bref re´sume´ des chapitres de ce manuscrit :
• Chapitre 2 : On construit des de´veloppements BKW pour des proble`mes aux limites stan-
dards faiblement bien pose´s pour lesquels la de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme se fait sur un mode elliptique. Deux situations sont prises en compte : ou bien il n’y a
que des modes elliptiques, ou bien des modes hyperboliques cohabitent avec les modes elliptiques.
On utilise ensuite ces de´veloppements BKW pour de´montrer l’optimalite´ des estimations d’e´nergie
de´montre´es dans ces cas de figure. En particulier, ceci montre que le phe´nome`ne d’instabilite´ est
plus prononce´ en pre´sence d’un mode hyperbolique. On a ainsi une classification comple`te des
estimations d’e´nergie a` perte quand la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re en dehors
de la zone de glancing.
• Chapitre 3 : On montre que pour les proble`mes aux limites faiblement bien pose´s pour
lesquels la de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme se fait dans la zone hy-
perbolique, la vitesse de propagation de l’information est finie. Cette de´monstration se base sur le
principe de Holmgren. En raison de phe´nome`nes de transport le long du bord du domaine propre
a` de tels proble`mes faiblement bien pose´s, la vitesse de propagation peut eˆtre supe´rieure a` celle du
proble`me de Cauchy. De plus, la vitesse maximale que l’on trouve est optimale.
• Chapitre 4 : On donne une de´monstration comple`te du caracte`re fortement bien pose´
des proble`mes a` coin qui admettent des conditions de bord strictement dissipatives sur chaque
face. Cette de´monstration se de´compose en deux parties, d’abord l’e´tablissement d’une estimation
d’e´nergie a priori, ensuite la construction d’une solution faible.
• Chapitre 5 : On e´tudie le caracte`re fortement bien pose´ des proble`mes a` coin dans le
cas ge´ne´ral, c’est-a`-dire que l’on suppose la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme satisfaite sur
chaque face du quart d’espace. On reprend l’analyse d’Osher qui, sous la condition 1.3.1, construit
un syme´triseur qui donne une estimation d’e´nergie a priori. Une condition su sante pour rendre
cette estimation d’e´nergie sans pertes est identifie´e.
• Chapitre 6 : On construit rigoureusement des de´veloppements BKW pour des proble`mes
a` coin. La premie`re partie de ce chapitre traite des syste`mes a` deux e´quations pour lesquels la
construction est plus facile car on dispose d’un ordre de re´solution naturel. Dans cette premie`re
partie, on montre sur des exemples l’existence de di↵e´rents phe´nome`nes comme la concentration
de rayons au coin et/ou la ge´ne´ration d’un nombre infini de phases. Dans la seconde partie, on
de´montre un the´ore`me de construction pour des syste`mes a` N e´quations qui peuvent admettre des
phases autointeragissantes. Cette nouvelle di culte´ nous ame`ne a` re´soudre une nouvelle e´quation
d’amplitude de la forme (1.26). Enfin, une condition su sante et ne´cessaire (dans la majorite´ des
cas) est donne´e pour que l’on puisse re´soudre (1.26) et ainsi re´soudre toute la cascade BKW. On
revient pour finir sur l’exemple de Sarason et Smoller [SS75] et l’on y explique de fac¸on rigoureuse
le phe´nome`ne de ”blowup” de´crit par les auteurs.
Chapitre 2
De´veloppements d’optique
ge´ome´trique et saturations d’e´nergie.
Les re´sultats de ce chapitre ont e´te´ publie´s dans la revue Di↵erential Integral Equations, [Ben14b].
2.1 Description du proble`me.
Le but de ce chapitre est de construire rigoureusement un de´veloppement d’optique ge´ome´trique
pour un proble`me aux limites hyperbolique a` coe cients constants (voir syste`me (2.1)) ne ve´rifiant
pas la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. On utilisera ensuite ce de´veloppement d’optique
ge´ome´trique pour e´tudier la re´gularite´ de la solution de ce proble`me par rapport a` la re´gularite´ des
termes sources.
La condition de Kreiss-Lopatinskii [Kre70] uniforme est la cle´ de vouˆte dans l’e´tude des proble`mes
aux limites hyperboliques. En e↵et, cette condition qui a rme qu’aucun mode normal n’est solution
de la condition de bord homoge`ne, est ne´cessaire et su sante pour que le proble`me aux limites (2.1)
soit fortement bien pose´. Par fortement bien pose´, on entend que le proble`me aux limites admet
une unique solution qui ve´rifie de plus une estimation d’e´nergie de la forme :
 kuk2L2 (⌦T ) + ku|xd=0k
2
L2 (@⌦T )
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦T ) + kgk
2
L2 (@⌦T )
◆
,
c’est-a`-dire sans perte de de´rive´es entre les termes sources f et g et la solution du proble`me u.
Dans la suite de ce chapitre, on s’inte´re`ssera donc a` des proble`mes aux limites pour lesquels la
condition de Kreiss-Lopatinskii de´ge´ne`re sur le bord du demi-espace des fre´quences. Les di↵e´rentes
de´ge´ne´rescences que l’on conside`rera, et qui ont e´te´ brie`vement de´crites dans l’introduction, seront
rendues pre´cises au sous-paragraphe 2.1.2.
On retiendra dans un premier temps que les de´veloppements d’optique ge´ome´trique sont in-
trinse`quement relie´s aux quatre di↵e´rentes structures de la matrice re´solvante cf. [[Me´t00]-[Kre70]],
on a alors quatre types de fre´quences possibles : les fre´quences elliptiques, les hyperboliques, les
elliptico-hyperboliques et enfin les fre´quences de glancing.
La litte´rature sur les de´veloppements d’optique ge´ome´trique pour les proble`mes aux limites hy-
perboliques est abondante. On peut citer de fac¸on non exhaustive, d’une part les travaux utilisant
la condition de Kreiss-Loaptinskii uniforme, comme par exemple, Williams [Wil96] qui e´tablit le
de´veloppement BKW pour tous les types de fre´quences possibles dans un cadre non caracte´ristique et
Lescarret [Les07] qui construit le de´veloppement BKW pour des fre´quences elliptico-hyperboliques
21
22 CHAPITRE 2. OPTIQUE GE´OME´TRIQUE ET SATURATIONS D’E´NERGIE.
pour des proble`mes aux limites non line´aires dans le cas caracte´ristique. Et d’autre part, les travaux
utilisant des versions a↵aiblies de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, par exemple Marcou
[Mar10] qui travaille avec des proble`mes non caracte´ristiques, homoge`nes et non line´aires quand la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re pour une fre´quence elliptique et Coulombel-Gue`s
[CG10] qui construisent le de´veloppement BKW pour des proble`mes line´aires, non caracte´ristiques
lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est viole´e sur une fre´quence hyperbolique.
On travaille ici avec des proble`mes non caracte´ristiques a` coe cients constants pour lesquels
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas ve´rifie´e pour une ou (des) fre´quence ellip-
tique ou elliptico-hyperbolique. Plus particulie`rement on s’inte´ressera a` l’influence de la zone de
de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii sur les estimations d’e´nergie du proble`me aux
limites (2.1). En e↵et, il a e´te´ montre´ notamment par Sable´-Tougeron et Coulombel que, malgre´ le
fait que la condition de Kreiss-Lopatinskii ne soit pas ve´rifie´e de fac¸on uniforme, le proble`me aux
limites (2.1) peut eˆtre faiblement bien pose´. Par faiblement bien pose´, on entend que la solution u
du proble`me aux limites (2.1) admet une estimation d’e´nergie avec perte de de´rive´es de la forme :
kuk2L2 (⌦T ) + ku|xd=0k
2
L2 (@⌦T )
 C
✓
1
 
kfk2
H
s1
  (⌦T )
+ kgk2
H
s2
  (@⌦T )
◆
,
ou` les valeurs de s1, s2 de´pendent de la zone dans laquelle la condition de Kreiss-Lopatinskii est
viole´e.
Par exemple, Sable´-Tougeron dans [ST88] a montre´ que pour le cas ou` la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone elliptique, on pouvait avoir une estimation d’e´nergie
avec perte d’une de´rive´e sur le bord et aucune perte a` l’inte´rieur. Coulombel [Cou02] a montre´
que dans le cas ou` la de´ge´ne´rescence a lieu dans la zone hyperbolique (resp. elliptico-hyperbolique)
on pouvait de´montrer une estimation d’e´nergie avec perte d’une de´rive´e sur le bord et d’une a`
l’inte´rieur (resp. une sur le bord et une demi a` l’inte´rieur).
De plus, dans un travail plus re´cent [CG10] Coulombel et Gue`s ont montre´ que dans la zone
hyperbolique une estimation d’e´nergie avec perte d’une de´rive´e a` l’inte´rieur et d’une sur le bord e´tait
optimale. On se propose donc d’e´tablir l’optimalite´ des estimations d’e´nergie pre´ce´demment de´crites
dans le cas des zones elliptique et elliptico-hyperbolique. On traite donc dans ce chapitre deux des
trois derniers cas restants concernant les di↵e´rentes possibilite´s de de´ge´ne´rescence de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Il n’y a aucun re´sultat ge´ne´ral, du moins a` notre connaissance,
concernant le caracte`re faiblement bien pose´ dans le cas restant c’est-a`-dire d’une de´ge´ne´rescence
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone de glancing.
L’optimalite´ des estimations d’e´nergie sera de´montre´e en utilisant les de´veloppements d’optique
ge´ome´trique pour saturer les estimations d’e´nergie. Par conse´quent, apre`s des conside´rations
ge´ne´rales sur le proble`me aux limites (2.1), on construira les de´veloppements d’optique ge´ome´trique
pour des fre´quences elliptiques et elliptico-hyperboliques dans les paragraphes 2.2 et 2.3 respective-
ment. Puis dans le paragraphe 2.4 on montrera l’optimalite´ des estimations d’e´nergie associe´es a`
ces proble`mes.
En particulier, comme on le verra, pour de´montrer l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie dans
le cas elliptico-hyperbolique on aura besoin d’une hypothe`se technique. Cette dernie`re est ve´rifie´e
pour tous les proble`mes aux limites ayant un sens physique que l’on connaisse et sera discute´e au
sous-paragraphe 2.5.1. On rassemble aussi dans le paragraphe 2.5 une classification des di↵e´rents
types de proble`mes aux limites faiblement bien pose´s ainsi, qu’a` titre d’exemple, une e´tude de
l’e´quation d’Euler line´arise´e.
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2.1.1 Quelques notations.
Dans tout ce qui suit, on notera :
• Pour T > 0,
⌦T :=
n
(t, x0, xd) 2 ] 1, T ]⇥ Rd avec xd   0
o
,
le demi espace dans lequel est pose´ le proble`me aux limites (2.1) ci-dessous.
Le bord en espace de ⌦T , c’est-a`-dire {(t, x) 2 ⌦T avec xd = 0}, sera note´ @⌦T .
• Pour s re´el, Hs (⌦T ) sera la notation pour l’espace de Sobolev a` poids exponentiel de´fini par
Hs (⌦T ) =
 
u 2 D0(⌦T ) \ e  tu 2 Hs(⌦T )
 
,
que l’on munit des normes a` poids :
k · kHs (⌦T ) := ke  t · kHs(⌦T ).
On proce`de de meˆme pour les espaces Hs (@⌦T ).
On conside`re le proble`me aux limites :8><>:
L(@)u" = f ", dans ⌦T ,
Bu"|xd=0 = g
", sur @⌦T ,
u"|t0 = 0,
(2.1)
ou` on a pose´
L(@) := @t +
dX
j=1
Aj@j ,
avec pour tout 1  j  d, Aj 2MN⇥N (R), B 2Mp⇥N (R) (la valeur de p sera rendue explicite au
sous-paragraphe 2.1.2) et ou` l’inconnue u" est a` valeurs dans CN . La forme des termes sources f ",
g" sera de´termine´e ci-dessous (plus pre´cise´ment au sous-paragraphe 2.1.2).
2.1.2 Hypothe`ses pour assurer le caracte`re bien pose´.
Comme indique´ dans l’introduction, le cadre d’e´tude est celui d’un syste`me hyperbolique a` multi-
plicite´ constante a` bord non caracte´ristique pour lequel la condition de Kreiss-Lopatinskii faible est
ve´rifie´e. Mais on supposera que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone
elliptique, ou bien, dans une zone ou` co-existent des modes elliptiques et des modes hyperboliques.
Hypothe`ses sur l’e´quation d’e´volution.
Avant toute chose, il faut s’assurer que le proble`me aux limites (2.1) est bien hyperbolique dans un
certain sens. Dans la suite de ce chapitre, on conside`rera un syste`me hyperbolique a` multiplicite´
constante c’est-a`-dire que l’on suppose que l’hypothe`se suivante est ve´rifie´e.
Hypothe`se 2.1.1 Il existe un entier positif M , des fonctions analytiques sur Rd \ {0} note´es
 1, ..., M a` valeurs re´elles ainsi que des entiers positifs ⌫1, ..., ⌫M tels que :
8⇠ 2 Sd 1, det
0@⌧ + dX
j=1
⇠jAj
1A = MY
k=1
(⌧ +  k(⇠))
⌫k ,
avec  1(⇠) < ... <  M (⇠) et telles que les valeurs propres  k(⇠) de
Pd
j=1 ⇠jAj sont semi-simples.
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On restreindra de plus l’e´tude aux syste`mes a` bord non caracte´ristique ; c’est pourquoi on fait
l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 2.1.2 La matrice Ad est inversible.
De la forme du sous-espace stable.
On suppose ve´rifie´e l’hypothe`se classique selon laquelle B 2Mp⇥N (R) est de rang maximal p, ou` p
est le nombre de valeurs propres positives de Ad.
On introduit la partition suivante de l’espace des fre´quences :
⌅ :=
n
⇣ = (  =   + i⌧, ⌘) 2 C⇥ Rd 1,     0
o
\ {0} ,
⌅0 := ⌅ \ {  = 0} .
La matrice re´solvante associe´e au proble`me aux limites (2.1) est obtenue apre`s transforme´e de
Fourier en espace tangentiel et transforme´e de Laplace en temps dans l’e´quation d’e´volution de
(2.1). Elle s’e´crit sous la forme :
A(⇣) =  A 1d
0@ I + i d 1X
j=1
⌘jAj
1A . (2.2)
On note E (⇣) le sous-espace stable et E+(⇣) le sous-espace instable associe´ a` la matrice A(⇣). Le
lemme suivant de´crit la structure du sous-espace stable lorsque la partie re´elle de   reste strictement
positive.
Lemme 2.1.1 (Hersh) [Her63] Pour tout ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0, la matrice re´solvante (2.2) n’admet pas
de valeur propre imaginaire pure. De plus, le sous-espace stable E (⇣) est de dimension p. Le
sous-espace instable E+(⇣) est lui de dimension N   p.
Cependant dans le cas ou` ⇣ 2 ⌅0, le lemme pre´ce´dent n’est plus su sant pour de´crire la forme
de la matrice A(⇣). On a besoin d’un autre re´sultat. Ce dernier est initialement duˆ a` Kreiss [Kre70]
puis a e´te´ ge´ne´ralise´ par Me´tivier aux syste`mes hyperboliques a` multiplicite´ constante [Me´t00].
The´ore`me 2.1.1 [Structure par blocs] Si le proble`me aux limites (2.1) ve´rifie les hypothe`ses 2.1.1
et 2.1.2, alors pour tout ⇣ 2 ⌅ il existe un voisinage V de ⇣ dans ⌅, un entier positif L, des entiers
positifs %1, ..., %L ve´rifiant N = %1+ ...+ %L et enfin une matrice T inversible et re´gulie`re sur V tels
que :
8⇣ 2 V, T (⇣) 1A(⇣)T (⇣) = diag(A1(⇣), ...,AL(⇣)),
ou` les Aj(⇣) sont des matrices de taille %j satisfaisant l’une des alternatives suivantes :
i) Tous les e´le´ments dans le spectre de Aj(⇣) ont une partie re´elle strictement ne´gative.
ii) Tous les e´le´ments dans le spectre de Aj(⇣) ont une partie re´elle strictement positive.
iii) %j = 1, Aj(⇣) 2 iR et
@ Aj(⇣) 2 R \ {0}.
iv) %j > 1, il existe kj 2 iR tel que la matrice Aj(⇣) s’e´crive sous la forme :
Aj(⇣) =
264kj i 0. . . i
0 kj
375 ,
ou` le coe cient en bas a` gauche de @ Aj(⇣) est un re´el non nul.
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Ce the´ore`me permet de de´crire les quatre formes de la matrice re´solvante (2.2) qui peuvent se
produire en une fre´quence de ⌅0. En e↵et, on remarque pour cela qu’e´tant donne´ que les valeurs
propres de partie re´elle non nulle sont conjugue´es alors s’il existe un bloc de type i) (resp. ii)) dans
la de´composition donne´e dans le the´ore`me 2.1.1, alors ne´cessairement il existe aussi un bloc de type
ii) (resp. i)). Les deux blocs conside´re´s sont alors de meˆme taille.
De´finition 2.1.1 On note :
• E l’ensemble des fre´quences elliptiques, c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le the´ore`me
2.1.1 soit ve´rifie´ avec un bloc de type i) et un bloc de type ii) uniquement.
• H l’ensemble des fre´quences hyperboliques, c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le
the´ore`me 2.1.1 soit ve´rifie´ avec des blocs de type iii) uniquement.
• EH l’ensemble des fre´quences elliptico-hyperboliques, c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles
que le the´ore`me 2.1.1 soit ve´rifie´ avec un bloc de type i), un bloc de type ii) et au moins un bloc de
type iii) mais aucun bloc de type iv) .
• G l’ensemble des fre´quences de ”glancing”, c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le
the´ore`me 2.1.1 soit ve´rifie´ avec au moins un bloc de type iv).
Avec ces de´finitions on a la de´composition de ⌅0 suivante :
⌅0 = E [ EH [H [ G.
Dans la suite de ce chapitre, comme indique´ dans l’introduction, on se concentrera sur les
fre´quences appartenant aux ensembles E et EH. Ainsi dans les deux cas il existera toujours un bloc
de type i) et un bloc de type ii) dans la de´composition de la matrice re´solvante A(⇣).
Remarque Une condition ne´cessaire pour l’existence d’une fre´quence elliptique est que le nombre
d’e´quations du syste`me (2.1) N , soit pair. En e↵et, pour une telle fre´quence il n’y a qu’un bloc de
type i) et un bloc de type ii) et ces deux blocs sont de meˆme taille.
Le the´ore`me 2.1.1 a une autre conse´quence importante. Graˆce a` lui, on peut prolonger les
sous-espaces E±(⇣) par continuite´ aux fre´quences de ⌅0 (voir [Kre70]-[Me´t00]). De plus, si on fixe
⇣ 2 ⌅0 \ G on a les de´compositions suivantes :
CN = E (⇣)  E+(⇣), (2.3)
et
E±(⇣) = Ee±(⇣)  Eh±(⇣), (2.4)
ou` Ee (⇣) (resp. Ee+(⇣)) est le sous-espace propre ge´ne´ralise´ associe´ aux valeurs propres de A(⇣)
de partie re´elle strictement ne´gative (resp. positive), et ou` les espaces Eh±(⇣) sont des sommes de
sous-espace propres associe´s a` certaines valeurs propres imaginaires pures de la matrice A(⇣). Plus
pre´cise´ment, sous les meˆmes notations qu’au the´ore`me 2.1.1, aux valeurs propres de A(⇣) telles que
@ Aj(⇣) < 0.
La structure des sous-espaces Eh (⇣) peut aussi eˆtre rendue explicite. En e↵et, soit i!m une
valeur propre imaginaire pure de A(⇣) avec ⇣ = (i⌧ , ⌘), alors i!m ve´rifie la relation de dispersion :
det(⌧I +A(⌘,!m)) = 0.
Par conse´quent puisque l’ope´rateur L(@) est hyperbolique a` multiplicite´ constante (cf. hypothe`se
2.1.1), il existe un indice km tel que
⌧ +  km
 
⌘,!m
 
= 0, (2.5)
ou` la valeur propre  km(⌘,!m) est re´gulie`re par rapport aux variables ⌘ et !m. L’e´quation (2.5)
motive la de´finition suivante :
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De´finition 2.1.2 On de´finit l’ensemble des indices entrants, note´ I (pour ”incoming”), comme
suit ; m 2 I si pour  km de´finie en (2.5) on a
@⌘d km(⌘,!m) > 0.
On de´finit de meˆme l’ensemble des indices sortants, note´ O (pour ”outcoming”), comme suit ;
m 2 O si  km ve´rifie
@⌘d km(⌘,!m) < 0.
Enfin, on appelle vm := r km(⌘,!m) la vitesse de groupe associe´e a` la phase
'm(t, x) := ⌧ t+ ⌘ · x0 + !mxd.
Cette de´finition permet de donner la de´composition du sous-espace stable hyperbolique suivante :
Lemme 2.1.2 Pour tout ⇣ 2 (EH [H), on a :
Eh (⇣) =  m2I kerL(⌧ , ⌘,!m), et Eh+(⇣) =  m2O kerL(⌧ , ⌘,!m),
ou` pour tout ⇠ 2 Rd,
L(⇠0, ..., ⇠d) := ⇠0I +
dX
j=1
⇠jAj .
On renvoie a` [CG10] pour une preuve de ce lemme.
On termine ce paragraphe en introduisant des projecteurs qui rendront service par la suite.
De´finition 2.1.3 Soit ⇣ 2 E[EH[H. Dans les de´compositions (2.3) et (2.4), on pose ⇧±e (⇣) := ⇧±e
le projecteur sur Ee±(⇣) et ⇧m(⇣) := ⇧m le projecteur sur kerL(⇣,!m). De plus, on introduit
Rm(⇣) := Rm le pseudo-inverse de L(⇣,!m) ve´rifiant :⇢
RmL(⇣,!m) = I  ⇧m,
⇧mRm = 0.
Hypothe`ses sur la condition de bord.
On commence par e´noncer la condition dite de Kreiss-Lopatinskii (ou condition de Kreiss-Loatinskii
faible) qui, on le rappelle, est ne´cessaire pour assurer le caracte`re bien pose´ du proble`me aux limites
(2.1):
De´finition 2.1.4 La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est ve´rifie´e si :
8⇣ 2 (⌅ \ ⌅0) , kerB \ E (⇣) = {0} .
Comme indique´ dans l’introduction on s’inte´resse ici a` des proble`mes aux limites pour lesquels la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas ve´rifie´e. Cette violation de la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme peut se produire selon l’une des deux fac¸ons distinctes de´crites ci-dessous.
Dans le cas d’un de´faut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique,
on suppose que les conditions suivantes sont ve´rifie´es :
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Hypothe`se 2.1.3 1) La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est ve´rifie´e.
2) Soit une fre´quence ⇣ 2 ⌅0 telle que kerB \ E (⇣) 6= {0} alors ⇣ 2 E. Et de telles fre´quences
⇣ existent.
3) Soit ⇣ 2 E telle que kerB \E (⇣) 6= {0} alors, il existe un voisinage V de ⇣ dans ⌅, une base
(E1, ..., Ep)(⇣) de E (⇣) re´gulie`re sur V, une matrice inversible de taille p, note´e P (⇣), re´gulie`re
sur V et enfin une fonction ✓ re´gulie`re sur V a` valeurs re´elles tels que la proprie´te´ suivante soit
ve´rifie´e :
8⇣ 2 V, B [E1, ..., Ep] (⇣) = P (⇣)diag(  + i✓(⇣), 1, ..., 1).
Dans le cas ou` la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas ve´rifie´e dans la zone elliptico-
hyperbolique les conditions qui doivent eˆtre ve´rifie´es sont assez semblables a` celles du cas pre´ce´dent.
En e↵et, on suppose alors :
Hypothe`se 2.1.4 1) La condition de Kreiss-Lopatinskii faible est ve´rifie´e.
2) Soit ⇣ 2 ⌅0 telle que kerB \ E (⇣) 6= {0} alors ⇣ 2 EH. Et de telles fre´quences ⇣ existent.
3) Soit ⇣ 2 EH telle que kerB \ E (⇣) 6= {0} alors :
⇧ E (⇣) \ kerB = Ee (⇣) \ kerB.
⇧ Il existe un voisinage V de ⇣ dans ⌅, une base (Ee1, ..., Eep r)(⇣) de Ee (⇣) re´gulie`re dans V, une
base (Eh1 , ..., E
h
r )(⇣) de E
h (⇣) re´gulie`re dans V, une matrice inversible de taille p, P (⇣) re´gulie`re
sur V et enfin une fonction ✓ re´gulie`re sur V a` valeurs re´elles tels que la proprie´te´ suivante soit
ve´rifie´e :
8⇣ 2 V, B
h
Ee1, ..., E
e
p r, E
h
1 , ..., E
h
r
i
(⇣) = P (⇣)diag(  + i✓(⇣), 1, ..., 1).
Remarque L’hypothe`se 2.1.3 revient a` imposer comme dans [ST88] qu’un de´terminant de Lopatin-
skii s’annule au premier ordre pour les points elliptiques.
Les hypothe`ses 2.1.3 et 2.1.4 correspondent a` des situations ou` la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme de´ge´ne`re a` cause d’ondes de surface qui ont une de´croissance exponentielle par rapport a`
la variable normale xd.
Un exemple classique de proble`me aux limites hyperbolique satisfaisant la condition 2.1.3 est
celui donnant lieu aux ondes de Rayleigh pour les e´quations de l’e´lastodynamique. Lorsque la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone elliptique, on voit apparaitre des
ondes localise´es sur le bord du domaine.
Un exemple physique de syste`me hyperbolique qui ve´rifie la condition 2.1.4 est le mode`le de
transition de phase liquide-vapeur e´tudie´ en particulier dans [BG98] puis dans [Cou02]. Dans le
sous-paragraphe 2.5.3 de ce chapitre, on donnera un autre exemple de syste`me ve´rifiant la condition
2.1.4 provenant de la line´arisation des e´quations d’Euler dans un domaine fixe´.
Dans la suite de cette e´tude, il sera tre`s utile d’avoir des notations de´crivant comment la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re d’un point de vue vectoriel. On de´finit donc :
De´finition 2.1.5 Sous l’une des hypothe`ses 2.1.3 , 2.1.4 on peut trouver :
• un vecteur e 2 CN \ {0}, tel que E (⇣) \ kerB = Ee (⇣) \ kerB = vect(e).
• Un vecteur b 2 Cp \ {0} tel que b · Bw = 0, pour tout w 2 E (⇣), ou` · de´signe le produit
scalaire hermitien sur Cp.
Enfin le the´ore`me de la base incomple`te permet d’e´crire :
• E (⇣) = vect(e)  E˘ (⇣). Par construction B est un isomorphisme de E˘ (⇣) sur b?, au sens
du produit scalaire hermitien.
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Espace des profils.
On conside`re la phase
'(t, x0) = ⌧ t+ ⌘ · x0, (2.6)
ou` (⌧ , ⌘) est une fre´quence ve´rifiant l’hypothe`se 2.1.4.
On utilisera ici les meˆmes espaces de profils que dans [Les07] dont on rappelle la de´finition.
De´finition 2.1.6 • On note Pos l’ensemble des profils oscillants i.e. l’ensemble des fonctions u de
la forme :
u(t, x,Xd) =
qX
m=1
ei!mXdum(t, x),
ou` les um sont de re´gularite´ H1(⌦T ) et ou` les !m de´signent les q valeurs propres imaginaires pures
de la matrice A1(⇣).
• On conside`re l’ensemble des fonctions U(t, x,Xd) de re´gularite´ H+1(⌦T ⇥R+) pour lesquelles
il existe de plus un re´el strictement positif   tel que e XdU(t, x,Xd) soit de re´gularite´ H+1(⌦T⇥R+).
Cet ensemble sera note´ Pev et de´signera l’ensemble des profils evanescents.
• L’ensemble des profils note´ P est de´fini par la relation P := Pos   Pev.
Remarque Dans le cas d’une fre´quence ⇣ ve´rifiant l’hypothe`se 2.1.3, on a q = 0 donc l’espace des
profils oscillants est vide. On pose donc dans ce cas : P := Pev.
2.2 Construction du de´veloppement BKW pour une fre´quence el-
liptique.
Ce paragraphe donne une construction rigoureuse du de´veloppement d’optique ge´ome´trique dans
le cas d’une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptique.
Ceci dans le but d’e´tudier l’influence de l’ajout d’une donne´e non nulle sur les estimations d’e´nergie
que l’on peut obtenir pour le proble`me aux limites (2.1) (cf. paragraphe 2.4).
Ce paragraphe peut donc eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation (dans le cadre line´aire) des travaux
de Marcou (voir [Mar10]) pour des proble`mes aux limites a` condition de bord non homoge`ne. De
plus, ce paragraphe est un bon travail pre´paratoire pour le paragraphe 2.3 dans lequel la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme sera viole´e dans la zone elliptico-hyperbolique.
Remarque Ici, aucune confusion n’e´tant possible, on notera ⇧± les projecteurs ⇧e± de la de´finition
2.1.3.
Dans la suite de ce paragraphe, on travaillera avec des termes sources f " et g" de la forme1 :
f "(t, x) := ei
'(t,x0)
" f ev
⇣
t, x,
xd
"
⌘
, et g"(t, x0) := " ei
'(t,x0)
" g(t, x0).
La phase ' est de´finie en (2.6), les amplitudes f ev et g sont respectivement dans Pev et dans
H1(@⌦T ) et sont de plus toutes deux nulles pour les temps ne´gatifs.
1On peut remarquer que le terme source a` l’inte´rieur f", est O(1) dans L2(⌦T ) tandis que le terme source sur le
bord g", est O(") dans L2(@⌦T ). C’est cette di↵e´rence d’amplitude qui permettra de de´montrer le caracte`re optimal
de l’estimation d’e´nergie.
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On choisit de travailler avec un ansatz de la forme,
u"(t, x) ⇠
X
n 0
"ne
i
"'(t,x
0)Un
⇣
t, x,
xd
"
⌘
, (2.7)
ou` pour tout n   0, Un 2 Pev.
L’avantage de prendre un ansatz de cette forme est de pouvoir traiter les modes elliptiques en
un seul bloc comme le fait Lescarret en e´vitant d’avoir a` imposer leur de´pendance vis-a`-vis de la
variable rapide Xd. Ainsi, par rapport a` la me´thode de´crite par Williams dans [Wil00] et Hernandez
dans [Her12], on n’a pas besoin de supposer que la matrice A(⇣) est diagonalisable. De surcroˆıt, cela
permet d’e´viter d’avoir a` re´soudre de manie`re approche´e des e´quations de transport a` coe cients
complexes.
Injectant l’ansatz (2.7) dans le proble`me aux limites (2.1) on obtient la cascade d’e´quations :8>><>>:
L(@Xd)U0 = 0,
L(@Xd)Un + L(@)Un 1 =  n,1f, 8n   1,
BUn|xd=Xd=0 =  n,1g, 8n   0,
Un|t0 = 0, 8n   0,
(2.8)
ou`  n,p de´signe le symbole de Kronecker et ou` on a pose´ :
L(@Xd) := Ad
 
@Xd  A(⇣)
 
.
Le lemme suivant est un point crucial pour re´soudre les e´quations d’e´volution ve´rifie´es par les modes
e´vanescents, ou en d’autres termes, pour re´soudre la cascade d’e´quations (2.8).
Lemme 2.2.1 On pose :
PevU := eXdA(⇣)⇧ U(0), (2.9)
QevF :=
Z Xd
0
e(Xd s)A(⇣)⇧ A 1d F (s) ds 
Z +1
Xd
e(Xd s)A(⇣)⇧+A 1d F (s) ds. (2.10)
Alors, pour tout F 2 Pev l’e´quation
L(@Xd)U = F,
admet une solution U 2 Pev s’e´crivant sous la forme :
U = PevU +QevF.
De´monstration : On doit re´soudre :
@XdU(t, x,Xd) = A(⇣)U(t, x,Xd) +A 1d F (t, x,Xd),
e´quation di↵e´rentielle ordinaire en Xd. En e↵et les variables t et x jouent le roˆle de parame`tre, c’est
pourquoi on omettra de les noter dans la suite de cette de´monstration.
Pour tout terme source F , la formule de Duhamel donne une solution qui s’e´crit sous la forme
U(Xd) = e
XdA(⇣)⇧ U(0) +
Z Xd
0
e(Xd s)A(⇣)⇧ A 1d F (s) ds 
Z 1
Xd
e(Xd s)A(⇣)⇧+A 1d F (s) ds.(2.11)
Par de´finition des ope´rateurs Pev et Qev, cette solution s’e´crit sous la forme U = PevU + QevF et
on ve´rifie sur la formule (2.11) que U 2 Pev.
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⇤
Graˆce au lemme 2.2.1, la cascade d’e´quation (2.8) peut se re´e´crire sous la forme :8<:
PevU0 = U0,
BU0|xd=Xd=0 = 0,
U0|t0 = 0,
(2.12)
pour le terme principal U0, et
8n   1,
8<:
(I   Pev)Un = Qev( n,1f ev   L(@)Un 1),
BUn|xd=Xd=0 =  n,1g,
Un|t0 = 0,
(2.13)
pour les termes d’ordre supe´rieur.
2.2.1 Construction du terme principal.
Utilisant le fait que PevU0 = U0 dans la condition au bord de (2.12), on doit re´soudre pour le terme
principal le syste`me d’e´quations suivant :8<:
PevU0 = U0,
B⇧ U0(t, x0, 0, 0) = 0,
U0|t0 = 0.
(2.14)
Par de´finition de Pev (cf. (2.9)), la premie`re e´quation de la cascade (2.14) implique que le terme
principal U0 est connu si on connaˆıt sa trace en {Xd = 0}. Le proble`me est que cette trace est
de´termine´e par la condition de bord qui est l’e´quation ”di cile” a` re´soudre de ce syste`me. En e↵et,
on ne peut pas inverser la matrice B sur E (⇣), car la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
n’est pas ve´rifie´e. De plus, la condition de bord ne de´termine pas la trace en {Xd = 0} mais ”la
double trace” en {Xd = xd = 0}.
On va donc commencer par de´terminer cette ”double trace” U0(t, x0, 0, 0). Pour ce faire, on pose
⇧ U0(t, x0, 0, 0) = ↵0(t, x0)e, (2.15)
ou` e est le vecteur de´fini en 2.1.5, ↵0 e´tant une fonction scalaire.
La de´termination de ↵0 suit la me´thode de´veloppe´e par Marcou que l’on adapte ici au cas d’une
condition au bord non homoge`ne. On commence par s’inte´resser aux e´quations (2.13) pour le terme
U1. Elles s’e´crivent sous la forme :8<:
(I   Pev)U1 = Qev(f ev   L(@)U0),
BU1|xd=Xd=0 = g,
U1|t0 = 0.
(2.16)
Injectant la premie`re e´quation e´value´e en {xd = Xd = 0} dans la condition de bord et prenant le
produit scalaire avec le vecteur b de´fini en 2.1.5 ; on se rame`ne a` l’e´quation :
b ·BQev(f ev   L(@)U0)|xd=Xd=0 = b · g . (2.17)
Cependant utilisant la de´finition de Qev (voir (2.10)), on peut de´velopper le terme de gauche sous
la forme :
b ·BQev(f ev   L(@)U0)|xd=Xd=0 = b ·B
Z +1
0
e sA(⇣)⇧+A 1d ( f ev + L(@)U0(s)) ds,
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et par conse´quent
b ·B
Z +1
0
e sA(⇣)⇧+A 1d L(@)U0(s) ds = b ·
✓
g +B
Z +1
0
e sA(⇣)⇧+A 1d f
ev(s) ds
◆
,
:= g˜0.
De´veloppant le terme de gauche et utilisant l’e´galite´ (2.15), il vient :
b ·B
Z +1
0
e sA(⇣)⇧+A 1d L(@)U0(s) ds = b ·BIt@t↵0 +
d 1X
j=1
b ·BIj@j↵0 ,
ou` l’on a pose´ : (
It :=
R +1
0 e
 sA(⇣)⇧+A 1d e
sA(⇣)e ds,
Ij :=
R +1
0 e
 sA(⇣)⇧+A 1d Aje
sA(⇣)e ds.
(2.18)
On a donc montre´ que la fonction ↵0 ve´rifie l’e´quation de transport :0@b ·BIt@t + d 1X
j=1
b ·BIj@j
1A↵0 = g˜0.
Cependant les coe cients de cette e´quation n’ont a priori aucune raison d’eˆtre re´els. Le caracte`re
bien pose´ de cette e´quation de transport n’est donc pas imme´diat. Dans la suite de ce sous-
paragraphe, on va taˆcher de rendre les coe cients It, Ij plus explicites.
Lemme 2.2.2 [Mar10] On pose It := I0 et @⌘0 := @⌧ . Alors pour tout j 2 {0, ..., d  1},
Ij = ⇧+@⌘j⇧ (⇣)e.
De´monstration : Soit µ une valeur propre de A(⇣)⇧ . Par de´finition on a Reµ < 0 et de plus,
esµ est une valeur propre de esA(⇣)⇧  ; la formule de Dunford permet donc d’e´crire :
esA(⇣)⇧  =
1
2i⇡
Z
  
esz(A(⇣)  z) 1 dz,
ou`    est une courbe simple ferme´e incluse dans le demi-plan complexe de partie re´elle ne´gative
entourant les valeurs propres de A(⇣)⇧ .
Puisque ⇧ e = e, on peut re´e´crire,
Ij =
1
2i⇡
Z
  
✓Z +1
0
es(z A(⇣))⇧+ ds
◆
A 1d Aj(A(⇣)  z) 1 dz e.
D’autre part on peut calculer explicitement,Z +1
0
es(z A(⇣))⇧+ ds =
h
es(z A(⇣))⇧+(z  A(⇣)) 1
is=+1
s=0
,
= ⇧+(A(⇣)  z) 1,
car les valeurs propres de A(⇣)⇧+ ont une partie re´elle strictement positive et que la partie re´elle
de z 2    est strictement ne´gative, donc le terme en l’infini est nul.
Avec la convention A0 = I on trouve,
Ij = ⇧+
✓
1
2i⇡
Z
  
(A(⇣)  z) 1A 1d Aj(A(⇣)  z) 1dz
◆
e,
= ⇧+
✓
1
2i⇡
Z
  
@⌘j
 
(A(⇣)  z) 1  dz◆ e,
= ⇧+@⌘j⇧ (⇣)e.
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⇤
Si on pose E1(⇣) = e(⇣) dans l’hypothe`se 2.1.3, au voisinage de ⇣ on peut e´crire l’e´galite´ suivante :
Be(⇣) =  (⇣) (  + i✓(⇣)) , (2.19)
ou`  (⇣) et e(⇣) sont des vecteurs re´guliers de taille p et ✓ une fonction scalaire qui ve´rifient :8<:
e(⇣) = e,
✓(⇣) = 0 ; ✓(⇣) 2 R,
 (⇣) 6= 0.
Plus pre´cise´ment,  (⇣) est la premie`re colonne de la matrice P (⇣) introduite dans l’hypothe`se 2.1.3.
En utilisant le lemme 2.2.2, au voisinage de ⇣ on peut e´crire l’e´galite´ :
b ·BIj = b ·B⇧+(⇣)@⌘j⇧ (⇣)e.
On de´rive l’identite´ ⇧ (⇣)e(⇣) = e(⇣) pour ⇣ voisin de ⇣, puis on compose a` gauche par ⇧+(⇣) afin
d’annuler le deuxie`me terme, et l’on obtient :
⇧+(⇣)@⌘j⇧ (⇣)e = @⌘je(⇣).
Maintenant de´rivant (2.19) et e´valuant en ⇣ on a :
B@⌘je(⇣) = i (⇣)@⌘j✓(⇣).
On a donc montre´ la proposition suivante :
Proposition 2.2.1 La fonction ↵0 de´finie en (2.15) est solution de l’e´quation de transport a` coef-
ficients re´els : ⇢
ib ·  (⇣)  @⌧✓(⇣)@t↵0 +r⌘✓(⇣) ·rx↵0  = g˜0 ,
↵0|t0 = 0 ,
(2.20)
ou` les coe cients @⌧✓(⇣) et b ·  (⇣) sont non nuls (cf. [Mar10]). Donc ↵0 est de´termine´e de fac¸on
unique, est non nulle si g˜0 l’est et admet la meˆme re´gularite´ que g˜0 (i.e. une re´gularite´ H1(@⌦T )).
D’apre`s l’e´quation (2.15), il en est de meˆme pour ⇧ U0(t, x0, 0, 0).
Remarque On insiste sur le fait que le coe cient b ·  en facteur dans l’e´quation de transport 2.20
n’est pas nul. Raisonnnons en e↵et par l’absurde, d’apre`s la de´finition 2.1.5 si b ·   est nul alors il
existe un vecteur v 2 E˘ (⇣) tel que :
 (⇣) = Bv. (2.21)
De´composant v sur les vecteurs de la base de E (⇣) donne´e dans l’hypothe`se 2.1.3, on peut e´crire
v =
Pp
j=2 ↵jEj(⇣). Injectant cette expression dans (2.21) il vient :
 (⇣) =
pX
j=2
↵j j(⇣),
ou`  j(⇣) de´signe la jie`me colonne de P (⇣) ce qui contredit clairement l’inversibilite´ de P (⇣).
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La proposition 2.2.1 permet donc de de´terminer de fac¸on unique la ”double trace”⇧ U0(t, x0, 0, 0).
Pour conclure la construction de U0 il su t de remarquer que dans la condition de polarisation
U0(t, x,Xd) = PevU0(t, x,Xd), qui re´git l’e´volution du terme principal U0, la variable xd n’est qu’un
parame`tre. Par conse´quent on peut relever la ”double trace” ⇧ U0(t, x0, 0, 0) en une ”trace simple”
⇧ U0(t, x, 0) de fac¸on arbitraire (toutefois de fac¸on compatible pour xd nul). On pose donc comme
dans [Les07] :
U0(t, x,Xd) := ↵0(t, x
0) (xd)eXdA(⇣)e,
ou`   2 C1c (R) ve´rifie  (0) = 1.
Ceci conclut la de´termination du terme d’ordre ze´ro dans le de´veloppement BKW.2
Remarque On insiste sur le fait que le terme principal du de´veloppement BKW, et par voie de
conse´quence tout le de´veloppement BKW, n’est pas unique. En e↵et, le terme principal U0 de´pend
de la fonction de rele`vement  . Cependant un argument de Me´tivier [Me´t04] montre que cette
de´pendance ne se fait qu’au travers d’un terme d’erreur d’ordre supe´rieur en ". En e↵et, par
de´veloppement de Taylor en xd on peut e´crire :
U0(t, x,Xd) = U0(t, x
0, 0, Xd) + xdV (t, x,Xd),
ou` V est une fonction de Pev, ainsi que W := XdV . On peut donc re´e´crire en posant Xd =
xd
" :
U0(t, x,Xd) = U0
⇣
t, x0, 0,
xd
"
⌘
+ "W
⇣
t, x,
xd
"
⌘
.
Donc l’erreur entre la trace de U0 en {xd = 0} et son rele`vement est au pire un terme d’erreur
d’ordre un.
2.2.2 Construction du second terme.
La construction du second terme du de´veloppement BKW est assez similaire a` celle du premier ; on
se contente donc d’en de´crire les grandes lignes. Le second terme du de´veloppement doit satisfaire
la cascade d’e´quations (2.16) c’est-a`-dire :8<:
(I   Pev)U1 = Qev(f ev   L(@)U0),
BU1|xd=Xd=0 = g,
U1|t0 = 0.
Cependant, l’amplitude U0 e´tant maintenant connue la premie`re e´quation de (2.16) permet de
de´terminer la partie non polarise´e de U1, c’est-a`-dire (I   Pev)U1.
Ainsi, pour de´terminer U1, il faut et il su t de de´terminer sa partie polarise´e, c’est-a`-dire PevU1.
On a vu dans la construction du premier terme que pour ce faire il su sait de connaˆıtre la trace
⇧ U1(t, x, 0). Comme pour la construction du premier terme on va d’abord de´terminer la ”double
trace” ⇧ U1(t, x0, 0, 0).
Injectant dans la condition de bord de (2.16) on obtient :
B⇧ U1(t, x0, 0, 0) = g  BQev(f ev   L(@)U0)|xd=Xd=0. (2.22)
2Bien que l’on ne sache pas encore a` ce stade de l’analyse si le terme principal que l’on vient de construire approche
bien la solution exacte du proble`me aux limites, il est inte´ressant de remarquer qu’un terme source sur le bord d’ordre
un en " su t a` ”allumer” un terme d’ordre ze´ro en " dans le de´veloppement BKW. Cette di↵e´rence d’e´chelle sera au
coeur de la de´monstration de l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie.
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On assiste ici a` une le´ge`re di↵e´rence par rapport au premier terme. En e↵et, a priori le membre
de droite de cette e´quation n’est pas nul donc on ne peut pas en de´duire que ⇧ U1(t, x0, 0, 0) 2
kerB \ E 
 
⇣
 
.
On de´compose donc
⇧ U1(t, x0, 0, 0) = ↵1(t, x0)e+ v1(t, x0), (2.23)
ou` ↵1 est une fonction scalaire a` de´terminer et v1(t, x0) 2 E˘ 
 
⇣
 
, ou` le sous-espace vectoriel E˘ 
 
⇣
 
est de´fini en 2.1.5.
La condition de bord (2.22) se re´e´crit donc sous la forme :
v1 = B
 1
|E˘ (⇣)
 
g  BQev(f ev   L(@)U0)|xd=Xd=0
 
,
e´quation qui de´termine en fac¸on unique v1 2 H1(@⌦T ), nul pour les temps ne´gatifs.
A ce stade, il su t donc de de´terminer ↵1 pour connaˆıtre la double trace ⇧ U1(t, x0, 0, 0). Pour
cela on peut re´ite´rer a` quelques di↵e´rences pre`s la meˆme construction que celle de´crite dans le
sous-paragraphe 2.2.1 qui permet d’exhiber une e´quation de transport dont ↵1 est solution.
Les e´quations satisfaites par le troisie`me terme s’e´crivent sous la forme :8<:
(I   Pev)U2 =  QevL(@)U1,
BU2|xd=Xd=0 = 0,
U2|t0 = 0,
qui apre`s l’injection de la premie`re e´quation e´value´e en xd = Xd = 0 dans la condition de bord et
composition a` gauche par le vecteur b, conduisent a` la condition :
b ·BQevL(@)⇧ U1|xd=Xd=0 =  b ·BQevL(@)(I  ⇧ )U1|xd=Xd=0 .
Utilisant la de´composition (2.23) on se rame`ne a` l’e´quation :
b ·BQevL(@)↵1e =  b ·BQevL(@)
⇣
(I  ⇧ )U1|xd=Xd=0 + v1
⌘
,
:= g˜1(t, x
0).
Mais comme dans la construction du premier terme, le terme de gauche de l’e´quation pre´ce´dente
s’e´crit sous la forme :
b ·BQevL(@)↵1e = b ·B
0@I0@t + d 1X
j=1
Ij@j
1A↵1,
ou` les Ij pour j dans {0, ..., d  1} sont de´finis par (2.18). Le lemme 2.2.2 permet alors de montrer
la proposition suivante :
Proposition 2.2.2 La fonction ↵1 de´finie en (2.23) est solution de l’e´quation de transport :⇢
ib ·  (⇣)  @⌧✓  ⇣  @t↵1 +r⌘✓  ⇣  ·rx↵1  = g˜1,
↵1|t0 = 0.
Mimant la fin du sous-paragraphe 2.2.1, il faut maintenant e´tendre ⇧ U1(t, x0, 0, 0) aux xd
positifs. On pose par exemple :
U1(t, x,Xd) =  (xd)e
XdA(⇣)  ↵1(t, x0)e+ v1(t, x0) +Qev(f ev   L(@)U0)(t, xd, Xd),
ou` l’on rappelle que la fonction   2 C1c (R) est telle que  (0) = 1.
Ceci conclut la construction de la seconde amplitude du de´veloppement BKW.
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2.2.3 Construction des termes d’ordre supe´rieur.
Il est clair que la me´thode de´veloppe´e dans les deux sous-paragraphes pre´ce´dents permet aussi de
de´terminer le terme d’ordre n+ 1 si on connait les n termes pre´ce´dents. En guise de conclusion et
de re´capitulatif on l’expose cependant une dernie`re fois.
⇧ Connaissant le nie`me terme, l’e´quation (2.13) de´termine la partie non polarise´e du terme
d’ordre n+ 1.
⇧ La de´finition de Pev implique que pour connaˆıtre la partie polarise´e du terme d’ordre n + 1,
il su t de connaˆıtre la trace ⇧ Un+1(t, x, 0). On commence par de´terminer ”la double trace”
⇧ Un+1(t, x0, 0, 0).
⇧ On de´compose ⇧ Un+1(t, x0, 0, 0) en une composante dans kerB de´pendant d’une fonction
scalaire ↵n+1 et une composante sur E˘ (⇣) qui est de´termine´e par la condition de bord.
⇧ Pour de´terminer ↵n+1 on e´crit les e´quations satisfaites par le terme d’ordre n+2 et la me´thode
de Marcou permet de montrer que ↵n+1 est solution d’une e´quation de transport que l’on re´sout
par la me´thode des caracte´ristiques. Ainsi, la ”double trace” ⇧ Un+1(t, x0, 0, 0) est connue.
⇧ On conclut alors en relevant la ”double trace” ⇧ Un+1(t, x0, 0, 0) en une ”trace simple”
⇧ Un+1(t, x, 0), par exemple en multipliant par une fonction de C1c (R) valant 1 en 0.
On a donc de´montre´ la proposition suivante :
Proposition 2.2.3 Il existe une suite de fonctions (Un)n2N ⇢ Pev qui ve´rifie la cascade d’e´quations
(2.8).
2.2.4 Justification du de´veloppement.
Le but de ce sous-paragraphe est de montrer que le de´veloppement BKW que l’on vient de construire
converge bien, dans un sens a` de´terminer, vers la solution exacte u" du proble`me aux limites (2.1).
On commence par rappeler le the´ore`me suivant qui justifie l’existence de la solution u" :
The´ore`me 2.2.1 [ST88] Sous les hypothe`ses 2.1.1-2.1.2-2.1.3, pour toute fonction f 2 L2(⌦T ),
g 2 H 12 (@⌦T ), nulles pour les temps ne´gatifs, il existe une unique solution u 2 L2(⌦T ), a` trace dans
H 
1
2 (@⌦T ), du proble`me aux limites (2.1) qui ve´rifie de plus l’estimation d’e´nergie :
kuk2L2 (⌦T ) + ku|xd=0k
2
H
  12
  (@⌦T )
 C
 2
✓
kfk2L2 (⌦T ) + kgk
2
H
1
2
  (@⌦T )
◆
, (2.24)
pour      0 > 0 et ou` la constante C est inde´pendante de   et de T .
De plus3, pour s > 0, si f 2 Hs(⌦T ) et g 2 Hs+ 12 (@⌦T ) alors il existe une unique solution
u 2 Hs(⌦T ), a` trace dans Hs  12 (@⌦T ), du proble`me aux limites (2.1) qui ve´rifie de plus l’estimation
d’e´nergie :
kuk2Hs (⌦T ) + ku|xd=0k2Hs  12  (@⌦T )
 C
 2
✓
kfk2Hs (⌦T ) + kgk2Hs+12  (@⌦T )
◆
.
Dans tout ce qui suit puisque l’estimation d’e´nergie (2.24) est vraie pour   au dessus du seuil
 0, on peut faire disparaitre la de´pendance en   en multipliant la constante C par e 0T . On re´e´crit
donc l’estimation d’e´nergie (2.24) sous la forme :
kuk2L2(⌦T ) + ku|xd=0k2H  12 (@⌦T )  CT
✓
kfk2L2(⌦T ) + kgk2H 12 (@⌦T )
◆
. (2.25)
3Il n’y a pas de de´monstration a` proprement parler de ce re´sultat dans la litte´rature. Cependant, la de´monstration
de [MS11], dans le cas de la classe WR (cf. [BGRSZ02]) se ge´ne´ralise au cas pre´sent.
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On va chercher a` montrer la convergence du de´veloppement BKW tronque´ vers la solution
exacte dans les espaces Hs" (⌦T ) qui constituent un cadre naturel puisque ces espaces permettent
de compenser la perte de puissance de " lors la de´rivation de la partie oscillante des solutions. Ces
espaces sont de´finis de la fac¸on suivante :
De´finition 2.2.1 Pour tout re´el N et toute suite de fonctions (u")"2]0,1] de H1(⌦T ), on dit que la
suite (u")"2]0,1] est O("N ) dans H1" (⌦T ) si pour tout multi-indice ↵ 2 Nd+1 il existe une constante
C↵ > 0 telle que :
8" 2 ]0, 1] , "|↵|k@↵u"kL2(⌦T )  C↵"N .
Avant d’e´noncer le the´ore`me justifiant le de´veloppement BKW, on donne une proprie´te´ qui
montre l’inte´grabilite´ des fonctions U et L(@)U pour U dans Pev qui de´crit pre´cise´ment leur com-
portement pour " petit en tant qu’e´le´ments de L2(⌦T ).
On verra dans les de´monstrations des the´ore`mes 2.4.1 et 2.4.2 qu’il est ne´cessaire pour e´tablir
l’optimalite´ des pertes de de´rive´es dans les estimations d’e´nergie que la vitesse de convergence du
de´veloppement BKW tronque´ vers la solution exacte soit su samment rapide. Ainsi, comme on le
verra dans la preuve du the´ore`me 2.2.2, la proposition 2.2.4 ci-dessous permet de ra ner la vitesse
de convergence. Bien que ce ra nement ne soit pas indispensable dans le cas elliptique, il jouera
un roˆle cle´ dans le cas elliptico-hyperbolique.
Proposition 2.2.4 Soit U 2 Pev ; alors les fonctions U
 
t, x, xd"
 
et (L(@)U(t, x,Xd))|Xd=xd" sont
O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ).
De´monstration : On calcule
kU|Xd=xd" k
2
L2(⌦T )
=
Z +1
0
Z
] 1,T ]⇥Rd 1
   e  xd" U ⇣t, x, xd
"
⌘
e  
xd
"
   2 dt dx0 dxd,
=
Z +1
0
      e  xd" U ⇣·, ·, xd, xd" ⌘      2L2(@⌦T ) e 2  xd" dxd.
Par hypothe`se e 
xd
" U(t, x, xd" ) 2 H1(⌦T ⇥ R+) on peut donc majorer de la fac¸on suivante :
kU|Xd=xd" k
2
L2(⌦T )

      Ue  ·"       
L1xd,Xd (L
2
t,x0 (@⌦T ))
Z +1
0
e 2 
xd
" dxd,
 C".
Ce qui conclut la de´monstration de la premie`re assertion.
Soit @y un ope´rateur di↵e´rentiel, y e´tant un e´le´ment de {t, x1, ..., xd} on a :
k (@yU(·, ·, Xd))|Xd=xd" k
2
L2(⌦T )
=
Z +1
0
      e  xd" @yU ⇣·, ·, xd, xd" ⌘      2L2(@⌦T ) e 2  xd" dxd,
car l’e´valuation de Xd en
xd
" est e↵ectue´e apre`s la de´rivation.
Puisque e 
xd
" @yU
 
t, x, xd"
  2 H1(⌦T ⇥R+) on peut appliquer la meˆme majoration que pour la
premie`re assertion et donc on obtient :
k (@yU(·, ·, Xd))|Xd=xd" kL2(⌦T )  C"
1
2 ,
et par ine´galite´ triangulaire on en de´duit que (L(@)U(t, x,Xd))|Xd=xd" est O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ).
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⇤
On de´finit enfin
u"app,N0(t, x) :=
X
nN0
"nei
'
" Un
⇣
t, x,
xd
"
⌘
,
le de´veloppement BKW tronque´ a` l’ordre N0. Le re´sultat de convergence est alors le suivant :
The´ore`me 2.2.2 Sous les hypothe`ses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.3, l’e´cart u"app,N0 u", ou` u" est la solution
du proble`me aux limites (2.1), est O
⇣
"N0+
3
2
⌘
dans H1" (⌦T ). Donc, le de´veloppement BKW tronque´
converge bien vers la solution exacte dans H1" (⌦T ).
De´monstration : Par construction des amplitudes (Un)n2N, l’e´cart u"app,N0+1  u" est solution du
proble`me aux limites :8>>>><>>>>:
L(@)
⇣
u"app,N0+1   u"
⌘
= "N0+1ei
'
" (L(@)UN0+1)|Xd=xd" ,
B
⇣
u"app,N0+1   u"
⌘
|xd=0
= 0,⇣
u"app,N0+1   u"
⌘
|t0
= 0.
(2.26)
Appliquant l’estimation d’e´nergie (2.25), on peut majorer ku"app,N0+1   u"kL2(⌦T ) par la norme
L2(⌦T ) du terme source de (2.26). Plus pre´cise´ment :
ku"app,N0+1   u"kL2(⌦T )  C"N0+1k (L(@)UN0+1)|Xd=xd" kL2(⌦T ).
Or d’apre`s la proposition 2.2.4, pour tout indice N , (L(@)UN )|Xd=xd" est O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ), donc
on de´duit :
ku"app,N0+1   u"kL2(⌦T )  C"N0+
3
2 .
Pour tout multi-indice ↵ les de´rive´es tangentielles @↵t,x0 sont estime´es directement en de´rivant le
syste`me (2.1), on a donc :    @↵t,x0  u"app,N0+1   u"     L2(⌦T )  "N0+1
        @↵t,x0 ⇣ei'" L(@)UN0+1⌘|Xd=xd"
        
L2(⌦T )
.
Calculant le terme de droite par la formule de Leibniz il vient :      @↵t,x0 ⇣ei'" L(@)UN0+1⌘      
L2(⌦T )
 1
"|↵|
k (L(@)UN0+1)|Xd=xd" kL2(⌦T )
+ k@↵t,x0 (L(@)UN0+1)|Xd=xd" kL2
⇣
R+xd ;H
|↵|
t,x0 (@⌦T )
⌘,
 C
"|↵|
.
Par conse´quent,
"|↵|
    @↵t,x0  u"app,N0+1   u"     L2(⌦T )  C"N0+ 32 . (2.27)
On utilise ensuite l’e´quation d’e´volution du proble`me aux limites (2.26) pour exprimer les de´rive´es
par rapport a` la variable xd comme sommes de de´rive´es par rapport aux variables tangentielles.
Ainsi l’estimation (2.27) reste vraie si on adjoint les de´rivations par rapport a` la variable normale
xd. On a donc de´montre´ que u"app,N0+1   u" est O
⇣
"N0+
3
2
⌘
dans H1" (⌦T ).
Or, u"app,N0+1   u"app,N0 est clairement O
⇣
"N0+
3
2
⌘
dans H1" (⌦T ) donc l’ine´galite´ triangulaire
permet de conclure la de´monstration.
⇤
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2.3 Construction du de´veloppement BKW pour une fre´quence
elliptico-hyperbolique.
Le but de ce paragraphe est de construire un de´veloppement d’optique ge´ome´trique pour une
fre´quence ve´rifiant l’hypothe`se 2.1.4 et non plus l’hypothe`se 2.1.3 comme dans le paragraphe
pre´ce´dent.
Le fait que la fre´quence soit maintenant elliptico-hyperbolique ne´cessitera de prendre en compte
des profils oscillants qui comme on le verra compliqueront le´ge`rement la re´solution des conditions
au bord.
On conside`re des termes sources f " et g" de la forme,
f "(t, x) := ei
'(t,x0)
" ("fos(t, x,Xd) + f
ev(t, x,Xd))|Xd=xd" ,
g"(t, x0) := " ei
'(t,x0)
" g(t, x0),
avec fos :=
Pq
m=1 e
i!mXdfosm 2 Pos, f ev 2 Pev et g 2 H+1(R⇥Rd 1), des fonctions nulles pour les
temps ne´gatifs.
Remarque L’analyse suivante reste vraie en prenant pour f " un e´le´ment de la forme ei
'
" f avec
f 2 P . Cependant comme on le verra, un terme source de la forme pre´ce´dente qui permet de
conside´rer des amplitudes dont la composante e´vanescente est plus importante que la composante
oscillante sera ne´cessaire lors de la de´monstration du the´ore`me 2.4.2.
On postule un ansatz de la forme :
u"(t, x) ⇠
X
n 0
"nei
'(t,x0)
" Un
⇣
t, x,
xd
"
⌘
, (2.28)
ou` pour tout entier n   0, Un 2 P se de´compose de la fac¸on suivante :
Un(t, x,Xd) := U
os
n + U
ev
n =
MX
m=1
ei!mXdun,m + U
ev
n .
Injectant l’ansatz (2.28) dans le proble`me aux limites (2.1) on obtient les cascades d’e´quations :8<:
L(@Xd)U0 = 0,
BU0|xd=Xd=0 = 0,
U0|t0 = 0,
(2.29)
pour le terme principal et :
8n   1,
8<:
L(@Xd)Un + L(@)Un 1 =  n,1f ev +  n,2fos,
BUn|xd=Xd=0 =  n,1g,
Un|t0 = 0,
(2.30)
pour les termes suivants.  n,p de´signe une fois de plus le symbole de Kronecker.
Le lemme suivant, qui ge´ne´ralise le lemme 2.2.1, donne une solution de l’e´quation L(@Xd)U = F
pour F 2 P .
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Lemme 2.3.1 [Les07] Il existe des projecteurs P, Pi, un pseudo-inverse Q tels que pour tout profil
F 2 P l’e´quation :
L(@Xd)U = F, (2.31)
admet une solution U 2 P si la condition de compatibilite´ PiF = 0 est ve´rifie´e. Auquel cas, cette
solution U est donne´e par la formule :
U = QF + PU.
On rappelle la de´monstration de ce re´sultat (voir [Les07]).
De´monstration : Puisque, P est la somme directe de Pos et de Pev il su t de construire les
projecteurs Pev et Pos se´pare´ment dans ces deux espaces puis de de´finir P := Pev + Pos. On fait
ensuite de meˆme pour Q.
De surcroˆıt dans tout ce qui suit seule la de´pendance en la variable rapide Xd importe. Ainsi,
les variables lentes t et x jouent le roˆle de parame`tres et l’on omettra de les noter dans un souci de
simplification des notations.
• Cas F 2 Pev.
On est donc dans le cas de la preuve du lemme 2.2.1 pour lequel le projecteur Pev et le pseudo-inverse
Qev sont de´finis par :
PevU := eXdA(⇣)⇧e U(0),
QevFev :=
Z Xd
0
e(Xd s)A(⇣)⇧e A
 1
d Fev(s) ds 
Z +1
Xd
e(Xd s)A(⇣)⇧e+A
 1
d Fev(s) ds,
et la solution associe´e Uev est bien de la forme U = PevU +QevF pour tout terme source F 2 Pev.
Aucune condition de re´solubilite´ n’est a` imposer sur F et on peut donc poser
Piev = 0.
Ce qui conclut la de´monstration dans le cas d’un terme source e´vanescent.
• Cas F 2 Pos.
On de´compose F =
Pq
m=1 e
i!mXdFm. Cette fois l’e´quation (2.31) s’e´crit a` m fixe´ sous la forme :
L(⇣, i!m)Um = Fm, (2.32)
ou`
L(⇣, i!m) := i
0@⌧ + d 1X
j=1
⌘jAj + !mAd
1A .
Utilisant les projecteurs ⇧m et les pseudo-inverses Rm introduits dans la de´finition 2.1.3 on peut
poser pour tout U 2 Pos :
PosU = PiosU :=
qX
m=1
eiXd!m⇧mUm, QosFos :=
qX
m=1
eiXd!mRmFm.
Alors l’e´quation (2.32) peut se reformuler en terme de projections de la fac¸on suivante :⇢
Pios
Pq
m=1 L(⇣, i!m)Um = PiosFos ,
Qos
Pq
m=1 L(⇣, i!m)Um = QosPiosFos ,
ce qui est e´quivalent par de´finition des ⇧m et des Qm a`⇢
PiosFos = 0,
U = QosFos + PosU .
La premie`re e´quation donne donc bien une condition de compatibilite´ et la seconde de´crit la forme
de la solution. Ce qui conclut la de´monstration dans le cas oscillant et donc dans le cas ge´ne´ral.
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⇤
Les cascades d’e´quations (2.29) et (2.30) peuvent, en vertu du lemme 2.3.1, se re´e´crire en terme
de projecteurs de la fac¸on suivante : 8>><>>:
PU0 = U0,
PiL(@)PU0 = 0,
BU0|xd=Xd=0 = 0,
U0|t0 = 0,
(2.33)
pour le terme principal U0 et
8n   1,
8>><>>:
(I   P)Un = Q( n,2fos +  n,1f ev   L(@)Un 1),
PiL(@)Un = Pi n,1fos + Pi n,1f ev,
BUn|xd=Xd=0 =  n,1g,
Un|t0 = 0,
(2.34)
pour les termes d’ordre supe´rieur.
Les premie`res e´quations des cascades (2.33) et (2.34) de´coulent de la forme de la solution de
(2.31) et les deuxie`mes de la condition de compatibilite´ PiF = 0 du lemme 2.3.1.
Le premier terme du de´veloppement doit satisfaire les conditions (2.33) de polarisation et de
propagation ainsi que la condition de bord et la condition initiale que l’on e´crit en le de´composant
sur les espaces Pev et Pos : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
PevU ev0 = U ev0 ,
PosUos0 = Uos0 ,
PiosL(@)PosUos0 = 0,
PievL(@)PevU ev0 = 0,
B
h
Uos0 + U
ev
0|Xd=0
i
|xd=0
= 0,
Uos0|t0 = U
ev
0|t0 = 0.
(2.35)
Cependant, on a vu au lemme 2.3.1 que l’on avait la relation Piev = 0. Donc la quatrie`me e´quation
de (2.35) est une tautologie. Ce meˆme lemme donne aussi la relation Pios = Pos qui permet de
re´e´crire la troisie`me e´quation de (2.35) sous la forme :
PosL(@)PosUos0 = 0.
Par conse´quent, les e´quations d’e´volution sur les termes oscillants et e´vanescents ne sont relie´es que
par la condition de bord. On commence par e´tudier l’e´quation sur le terme principal oscillant.
2.3.1 Construction du terme principal oscillant.
Graˆce a` la de´composition donne´e au lemme 2.1.2 et d’apre`s la de´finition de Pos on peut identifier
chaque terme dans le de´veloppement de Uos0 de la fac¸on suivante :
8m 2 {1, ..., q} ,
8>>><>>>:
⇧mu0,m = u0,m,
⇧mL(@)u0,m = 0,
B
hPM
m=1 u0,m + U
ev
0|Xd=0
i
|xd=0
= 0,
u0,m|t0 = 0.
(2.36)
On rappelle le lemme suivant qui va permettre de se ramener a` une e´quation de transport :
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Lemme 2.3.2 [Lax57] Sous l’hypothe`se 2.1.1, on a l’e´galite´ suivante :
⇧mL(@)⇧mu0,m = (@t + vm ·rx)u0,m,
ou` on rappelle que vm := r km(⌘,!m) est la vitesse de groupe associe´e a` la phase '(t, x0) + !mxd.
On va maintenant distinguer deux cas selon l’ensemble d’appartenance de m.
Premier cas : m 2 O
Par de´finition, la vitesse de groupe vm est sortante ; ainsi l’e´quation de transport associe´e au syste`me
(2.36) ne voit pas la condition sur le bord et s’e´crit sous la forme :⇢
(@t + vm ·rx)u0,m = 0,
u0,m|t0 = 0,
et s’inte`gre le long des caracte´ristiques. Ainsi u0,m est solution d’une e´quation de transport ho-
moge`ne a donne´e initiale nulle donc u0,m est nulle ainsi que sa trace en {xd = 0}.
Deuxie`me cas : m 2 I
A l’inverse du cas pre´ce´dent le phe´nome`ne e´tant entrant l’e´quation de transport ne´cessite de prendre
en conside´ration la condition de bord ; on a par conse´quent :8><>:
(@t + vm ·rx)u0,m = 0,
B
hP
m2I ⇧mu0,m + (PevU ev0 )|Xd=0
i
|xd=0
=  BPm2O ⇧mu0,m = 0,
u0,m|t0 = 0.
Etudiant de plus pre`s le terme de gauche de la condition de bord, on remarque que :X
m2I
⇧mu0,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
0 (t, x
0, 0, 0) 2 vect {e} .
En vue d’assurer la condition de bord on doit donc re´soudre :⇢ P
m2I ⇧mu0,m|xd=0 = 0, 8m 2 I,
⇧e U ev0 (t, x0, 0, 0) = ↵0(t, x0)e,
(2.37)
ou` ↵0 est une fonction scalaire a` de´terminer. Par conse´quent, l’e´quation de transport pour un terme
entrant s’e´crit sous la forme : 8<:
(@t + vm ·rx)u0,m = 0,
u0,m|xd=0 = 0,
u0,m|t0 = 0,
qui montre une fois de plus que pour tout m 2 I, l’amplitude u0,m est nulle ainsi que sa trace sur
{xd = 0}.4
2.3.2 Terme principal e´vanescent.
Pour le terme principal e´vanescent on doit re´soudre :8<:
PevU ev0 = U ev0 ,
B⇧e U ev0 (t, x0, 0, 0) = 0,
U ev0|t0 = 0.
(2.38)
4On peut remarquer ici, que ni la pre´sence d’un terme source sur le bord d’ordre un en ", ni la pre´sence d’un terme
source oscillant a` l’inte´rieur d’ordre un en " ne su sent a` cre´er un terme oscillant d’ordre ze´ro dans le de´veloppement
BKW. Ceci permettra de montrer par la suite que la perte de re´gularite´ dans l’estimation d’e´nergie est porte´e par la
composante e´vanescente de la solution.
42 CHAPITRE 2. OPTIQUE GE´OME´TRIQUE ET SATURATIONS D’E´NERGIE.
Ce syste`me d’e´quation est le meˆme que celui re´gissant le premier terme du de´veloppement BKW
pour une fre´quence ve´rifiant l’hypothe`se 2.1.3 (voir (2.14)). Il est donc tentant de suivre la meˆme
me´thode que celle de´crite au sous-paragraphe 2.2.1 et de voir dans quelle mesure il faut l’adapter
ici. On commence donc par s’inte´resser aux e´quations (2.34) ve´rifie´es par le terme e´vanescent U ev1 :8>><>>:
(I   Pev)U ev1 = Qev(f ev   L(@)U ev0 ),
B
h
Uos1 + U
ev
1|Xd=0
i
|xd=0
= g,
U ev1|t0 = 0.
(2.39)
Comme pour le premier terme, la premie`re e´quation de (2.39) est explicite dans le sens ou` elle ne
de´pend que de ⇧e U1(t, x, 0) et encore une fois c’est la seconde e´quation qui pose proble`me et ce
pour deux raisons. La premie`re est encore une fois l’absence de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme dans Ee (⇣) et la seconde est qu’elle fait intervenir des termes oscillants d’ordre un en "
qui ne sont pas connus.
Cependant on a vu au sous-paragraphe 2.3.1 que l’on pouvait de´terminer les termes oscillants
plus ou moins inde´pendamment des termes e´vanescents. C’est donc ce que l’on va faire avant de
continuer plus avant dans la de´termination du terme principal e´vanescent.
2.3.3 Termes oscillants d’ordre un en ".
On conside`re le syste`me d’e´quations (2.34) ve´rifie´ par le terme oscillant d’ordre un en " :8>>><>>>:
(I   Pos)Uos1 =  Qos(L(@)Uos0 ),
PosL(@)Uos1 = fos,
BU1|xd=Xd=0 = g,
Uos1|t0 = 0.
(2.40)
Puisque le terme Uos0 est maintenant connu (on sait meˆme que ce dernier est nul), on voit que la
premie`re e´quation de´termine la partie non polarise´e de Uos1 qui doit donc eˆtre nulle ainsi que sa
trace sur {xd = 0}. Il su t donc de de´terminer la partie polarise´e, PosL(@)Uos1 , pour cela combinant
les deux premie`res e´quations de (2.40) on a :
PosL(@)PosUos1 = fos.
Descendant au niveau des amplitudes u1,m et utilisant le lemme de Lax, on peut se ramener en
re´ite´rant la construction e↵ectue´e dans le sous-paragraphe 2.3.1 aux e´quations de transport sur
⇧mu1,m : ⇢
(@t + vm ·rx)⇧mu1,m = fosm ,
⇧mu1,m|t0 = 0,
si m 2 O. (2.41)
8><>:
(@t + vm ·rx)⇧mu1,m = fosm ,
B
⇣P
m2I ⇧mu1,m|xd=0 + U
ev
1 (t, x
0, 0, 0)
⌘
= g  BPm2O ⇧mu1,m|xd=0 ,
⇧mu1,m|t0 = 0,
si m 2 I. (2.42)
L’e´quation (2.41) est une e´quation de transport qui de´termine de fac¸on unique ⇧mu1,m = u1,m ainsi
que sa trace en {xd = 0} pour tout indice m 2 O. On insiste sur le fait qu’a priori u1,m est non
nulle car l’e´quation de transport n’est pas homoge`ne a` l’inte´rieur du domaine.
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Le cas d’un indice entrant est le´ge`rement plus complexe puisque la condition de bord fait in-
tervenir la valeur du terme e´vanescent. On commence par de´composer le terme e´vanescent en sa
partie polarise´e et sa partie non polarise´e. Ainsi l’e´quation au bord de (2.42) s’e´crit sous la forme :
B
 X
m2I
⇧mu1,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
1 (t, x
0, 0, 0)
!
= g  B
X
m2O
⇧mu1,m|xd=0  BQev(f
ev   L(@)U ev0 ),
ou` on a utilise´ la relation suivante sur la partie non polarise´e de U ev1 :
(I   Pev)U ev1 = Qev(f ev   L(@)U ev0 ).
Le point important pour conclure est encore une fois que le vecteurX
m2I
⇧mu1,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
1 (t, x
0, 0, 0),
apparaissant dans le terme de gauche est un e´le´ment de E (⇣).
Ainsi, en composant a` gauche par le vecteur b de´fini a` la de´finition 2.1.5, on se rame`ne a` e´tudier
la condition de compatibilite´ :
b ·BQev(f ev   L(@)U ev0 ) = b ·
 
g  B
X
m2O
⇧mu1,m|xd=0
!
. (2.43)
De plus, en vertu de la de´finition 2.1.5, on peut trouver w1 2 E˘ (⇣) tel que la de´composition
suivante soit ve´rifie´e :X
m2I
⇧mu1,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
1 (t, x
0, 0, 0) = ↵˜1(t, x0)e+ w1(t, x0). (2.44)
Appliquant B et utilisant la condition de bord de (2.42), w1 est de´termine´ de fac¸on unique par la
formule :
w1(t, x
0) = B 1|E˘ (⇣)
 
g  B
X
m2O
⇧mu1,m|xd=0  BQev(f
ev   L(@)U ev0 )
!
. (2.45)
Par conse´quent, w1 est connu si et seulement si on connaˆıt U ev0 .
On pourrait croire eˆtre revenu au meˆme point qu’a` la fin du sous-paragraphe 2.3.2. Cependant
on a re´ussi a` exhiber la condition de compatibilite´ (2.43) qui va permettre de de´terminer U ev0 comme
le montre le sous-paragraphe suivant.
2.3.4 Retour sur la construction du terme e´vanescent principal.
La condition de compatibilite´ (2.43) s’e´crivant :
b ·BQev(f ev   L(@)U ev0 )|xd=Xd=0 = b ·
 
g  B
X
m2O
u1,m|xd=0
!
,
:= g˜0(t, x
0),
on peut re´ite´rer la me´thode de´crite dans le paragraphe 2.2.1 pour de´montrer la proposition :
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Proposition 2.3.1 La fonction ↵0 de´finie en (2.37) est solution de l’e´quation de transport⇢
ib ·  (⇣)  @⌧✓(⇣)@t↵0 +r⌘✓(⇣).rx↵0  = g˜0,
↵0|t0 = 0,
(2.46)
ou` l’on a pose´ g˜0 = b ·
⇣
g  BPm2O u1,m|xd=0⌘.
Ainsi ↵0 est de´termine´e de fac¸on unique, est non nulle si g˜0 l’est 5 et admet la meˆme re´gularite´
que g˜0 (i.e. une re´gularite´ H1(@⌦T )). Par l’e´quation (2.37) il en est de meˆme pour la ”double
trace” ⇧e U ev0 (t, x0, 0, 0).
Donc la ”double trace” ⇧e U ev0 (t, x0, 0, 0) est de´termine´e. Et re´ite´rant les observations de la fin
du sous-paragraphe 2.2.1, il su t de la relever en une ”trace simple” sur {Xd = 0} pour obtenir
une solution du syste`me (2.38) s’e´crivant sous la forme :
U ev0 (t, x,Xd) := ↵0(t, x
0) (xd)eXdA(⇣)e,
ou`   2 C1c (R) ve´rifiant  (0) = 1.
Remarque Encore une fois, a` ce stade on perd l’unicite´ du de´veloppement BKW.
2.3.5 Retour sur la construction des termes oscillants entrants.
Une fois que l’on a fixe´ une fonction de rele`vement  , le terme principal e´vanescent est connu. Donc
w1 de´fini en (2.44) est de´termine´ par la formule (2.45). Mais puisque w1 2 E˘ (⇣) il peut eˆtre
de´compose´ de la fac¸on suivante :
w1 = v
h
1 + v
e
1,
avec vh1 2 Eh (⇣) et ve1 2 Ee (⇣). Ainsi identifiant sur les sous-espaces Eh (⇣) et Ee (⇣) on obtient les
deux e´quations : ⇢ P
m2I u1,m|xd=0 = v
h
1 ,
⇧e U ev1 (t, x0, 0, 0) = ↵1(t, x0)e+ ve1(t, x0).
Cecu permet de reformuler l’e´quation (2.42) sous la forme :
8m 2 I,
8<:
(@t + vm ·rx)⇧mu1,m = fosm ,P
m2I ⇧mu1,m|xd=0 = v
h
1 ,
⇧mu1,m|t0 = 0,
e´quations que l’on peut inte´grer le long des caracte´ristiques pour de´terminer u1,m pour tout m 2 I.
Remarque Contrairement aux termes sortants, les termes entrants d’ordre supe´rieur a` ze´ro ne
sont plus de´termine´s de fac¸on unique. En e↵et, le fait que U ev0 ne soit pas de´termine´ de fac¸on
unique se re´percute sur w1 par le biais de l’e´quation (2.45). Et par voie de conse´quence, vh1 n’est
pas de´termine´ de fac¸on unique.
5Il est inte´ressant de remarquer que le terme source a` l’inte´rieur de l’e´quation de transport (2.46) peut eˆtre rendu
non nul si on choisit un terme source sur le bord pour le syste`me (2.1) d’ordre un en ", ou (a priori), et c’est une
nouveaute´ par rapport au sous-paragraphe 2.2, si on choisit un terme source a` l’inte´rieur oscillant pour le syste`me
(2.1) d’ordre un en ". C’est comme on le verra dans la de´monstration du the´ore`me 2.4.2, de cette nouvelle possibilite´
de rendre g˜0 non nul que viendra la perte de de´rive´e a` l’inte´rieur dans l’estimation d’e´nergie si la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans le cas elliptico-hyperbolique.
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2.3.6 Construction du second terme e´vanescent.
La construction du second terme est assez similaire a` celle du premier ; on se contente donc d’en
de´crire les grandes lignes.
Reprenant l’e´quation (2.39), U ev0 e´tant maintenant connu, il su t de de´terminer la partie po-
larise´e ⇧e U ev1 (t, x, 0). Comme pour le premier terme e´vanescent, on de´compose :
⇧e U
ev
1 (t, x
0, 0, 0) = ↵1(t, x0)e+ v1(t, x0),
et la condition de bord permet de de´terminer v1(t, x0).
Ainsi, il su t de de´terminer ↵1. Pour cela il su t de re´ite´rer exactement la meˆme construction
que celle de´crite dans le sous-paragraphe 2.3.4, pour montrer qu’il existe une fonction g˜1 2 H1(@⌦T )
telle que ↵1 soit solution de l’e´quation de transport :⇢
ib ·  (⇣)  @⌧✓  ⇣  @t↵1 +r⌘✓  ⇣  .rx↵1  = g˜1,
↵1|t0 = 0.
Mimant la fin du sous-paragraphe 2.3.4, il faut donc maintenant e´tendre ⇧e U ev1 (t, x0, 0, 0) aux xd
positifs. On peut par exemple poser :
U ev1 (t, x,Xd) :=  (xd)e
XdA(⇣) ⇥↵1(t, x0)e+ v1(t, x0)⇤+Qev(f ev   L(@)U ev0 )(t, xd, Xd).
2.3.7 Termes d’ordre supe´rieur.
Dans ce sous-paragraphe on de´crit en guise de re´sume´ la me´thode de construction des termes d’ordre
supe´rieur.
⇧ La premie`re e´quation de (2.34) donne automatiquement les parties non polarise´es de Uosn+1 et
de U evn+1. Donc il su t de de´terminer les parties polarise´es.
⇧ On commence par travailler sur les termes oscillants sortants, la deuxie`me e´quation de (2.34)
conduit par le lemme de Lax a` une e´quation de transport de la forme :⇢
(@t + vm ·rx)⇧mun+1,m = Fm,
⇧mun+1,m|t0 =  (I  ⇧m)un+1,m|t0 .
ou` Fm est une fonction de´pendant de (I  ⇧m)un+1,m et e´ventuellement du terme source oscillant.
Re´solvant cette e´quation de transport, les termes oscillants sortants sont connus.
⇧ La condition de bord pour les termes oscillants entrants et pour le terme e´vanescent s’e´crit :
B
 X
m2I
⇧mun+1,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
n+1
!
=   B
 X
m2O
un+1,m|xd=0 + ((I   Pev)U
ev
n+1)|xd=Xd=0
 
X
m2I
(I  ⇧m)un+1,m|xd=0
!
,
qui apre`s une de´composition de la forme (2.44) permet de de´terminer un+1,m|xd=0 comme solution
d’une e´quation de transport dont on connait la trace sur le bord @⌦T .
⇧ Pour construire U evn+1 il su t de connaitre ⇧e U evn+1(t, x0, 0, 0). Cette ”double trace” peut eˆtre
de´compose´e sous la forme :
⇧e U
ev
n+1(t, x
0, 0, 0) = ↵n+1(t, x0)e+ vn+1(t, x0).
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La condition de bord ve´rifie´e par U evn+1 permet de de´terminer vn+1. Pour de´terminer la fonction
scalaire ↵n+1, on s’inte´re`sse a` la condition de bord ve´rifie´e par U evn+2. Apre`s avoir de´termine´ les
termes oscillants sortants de rang n+ 2 cette condition s’e´crit sous la forme :
B
 X
m2I
⇧mun+2,m|xd=0 +⇧
e
 U
ev
n+2
!
= G+B
⇣
QevL(@)U evn+1|xd=Xd=0
⌘
,
ou` G est une fonction de´pendant des traces de un+2,m, (I ⇧m)un+2,m et e´ventuellement des termes
sources. On prend le produit scalaire de cette e´quation par b (pour annuler le terme de gauche) et
on obtient une e´quation de compatibilite´ sur U evn+1|xd=Xd=0
qui d’apre`s la me´thode de Marcou est
une e´quation de transport permettant de de´terminer ↵n+1.
On a donc de´montre´ la proposition suivante :
Proposition 2.3.2 Il existe une suite de fonctions (Un)n2N ⇢ P qui ve´rifie les cascades d’e´quations
(2.29) et (2.30).
2.3.8 Justification du de´veloppement.
On rappelle le the´ore`me suivant qui e´tablit le caracte`re faiblement bien pose´ des proble`mes aux
limites ve´rifiant l’hypothe`se 2.1.4
The´ore`me 2.3.1 [Cou02] Sous les hypothe`ses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.4, pour tout choix de termes
sources f 2 L2xd(H
1
2 (@⌦T )) et g 2 H 12 (@⌦T ), nuls pour les temps ne´gatifs, le proble`me aux limites
(2.1) admet une unique solution u 2 L2(⌦T ) qui ve´rifie l’estimation d’e´nergie suivante :
kuk2L2 (⌦T ) + ku|xd=0k
2
H
  12
  (@⌦T )
 C
 2
 
kfk2
L2xd (H
1
2
  (@⌦T ))
+ kgk2
H
1
2
  (@⌦T )
!
, (2.47)
pour tout      0 > 0 et ou` la constante C est inde´pendante de   et de T .
De plus, comme pour le the´ore`me 2.2.1, une re´gularite´ supe´rieure des donne´es du proble`me se
transmet a` la solution.
De fac¸on e´quivalente, sans la de´pendance en  , l’estimation d’e´nergie (2.47) devient :
kuk2L2(⌦T ) + ku|xd=0k2H  12 (@⌦T )  CT
✓
kfk2
L2xd (H
1
2 (@⌦T ))
+ kgk2
H
1
2 (@⌦T )
◆
. (2.48)
Comme dans le sous-paragraphe 2.2.4, on va montrer que le de´veloppement BKW que l’on a
construit dans les sous-paragraphes pre´ce´dents converge vers la solution exacte du proble`me aux
limites (2.1) donne´e par le the´ore`me 2.3.1.
Pour N0 2 N, on de´finit
u"app,N0(t, x) :=
X
nN0
"nei
'
" Un
⇣
t, x,
xd
"
⌘
,
le de´veloppement BKW tronque´ a` l’ordre N0.
Comme dans le sous-paragraphe 2.2.4, la convergence de u"app,N0 vers la solution exacte du
proble`me aux limites (2.1) est formule´e dans les espaces Hs" (⌦T ) introduits dans la de´finition 2.2.1.
Le re´sultat de convergence, qui justifie le de´veloppement BKW, est le suivant :
The´ore`me 2.3.2 Sous les hypothe`ses 2.1.1-2.1.2 et 2.1.4, si u" de´signe la solution exacte du
proble`me aux limites (2.1), l’e´cart u"app,N0   u" est O("N0+1) dans H1" (⌦T ).
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De´monstration : La de´monstration de ce the´ore`me suit la meˆme me´thode que celle du the´ore`me
2.2.2. A ceci pre`s qu’ici on a besoin d’estimer l’erreur entre u" et u"app,N0+2 (en e↵et, estimer
u"app,N0+1 u" donne une vitesse de convergence en O
⇣
"N0+
1
2
⌘
dansH1" (⌦T ), qui n’est pas su sante
pour de´montrer le the´ore`me 2.4.2) et que les estimations ont besoin d’eˆtre e↵ectue´es en norme
L2xd(R+;H
1
2 (@⌦T )) au lieu des normes L2(⌦T ) utilise´es dans la de´monstration du the´ore`me 2.2.2.
L’e´cart u"app,N0+2   u" ve´rifie le proble`me aux limites :8>>><>>>:
L(@)
⇣
u"app,N0+2   u"
⌘
= "N0+2ei
'
"
 
L(@)UosN0+2 + L(@)U
ev
N0+2
 
|Xd=xd"
,
B
⇣
u"app,N0+2   u"
⌘
= 0,⇣
u"app,N0+2   u"
⌘
|t0
= 0.
D’apre`s la proposition 2.2.4 et par interpolation entre les espaces L2(@⌦T ) et H1(@⌦T ) on montre
que pour tout indice N , L(@)U evN est O(1) dans L
2
xd(R+;H
1
2 (@⌦T )). La meˆme interpolation montre
aussi que L(@)UosN est O
⇣
" 
1
2
⌘
dans L2xd(R+;H
1
2 (@⌦T )). Ainsi, le terme limitant est le terme
oscillant.
Utilisant l’estimation d’e´nergie (2.48), on en de´duit que
ku"app,N0+2   u"kL2(⌦T )  C"N0+
3
2 .
Re´ite´rant les estimations pour les de´rive´es de la preuve du the´ore`me 2.2.2, on montre ensuite que
pour tout multi-indice ↵ 2 Nd+1 :
"|↵|k@↵  u"app,N0+2   u"  kL2(⌦T )  C"N0+ 32 .
Donc uN0+2app   u" est O
⇣
"N0+
3
2
⌘
dans H1" (⌦T ). Or, uN0+2app   uN0app est O("N0+1) dans H1" (⌦T ). On
conclut par l’ine´galite´ triangulaire.
⇤
2.4 Saturations d’e´nergie.
L’objectif de ce paragraphe est de montrer l’optimalite´ des estimations d’e´nergies obtenues dans
[ST88] et dans [Cou02]. La de´monstration ci-dessous se base sur les meˆme arguments que celle pour
e´tablir l’optimalite´ pour un proble`me aux limites pour lequel la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme n’est pas ve´rifie´e dans la partie hyperbolique de´crits dans [CG10].
2.4.1 Saturation de l’estimation d’e´nergie (2.25).
On commence par l’estimation (2.25). On se place donc dans le cas d’une fre´quence elliptique
ve´rifiant l’hypothe`se de stabilite´ 2.1.3.
The´ore`me 2.4.1 Soit s > 0, on suppose que pour tout f 2 L2(⌦T ) et g 2 Hs(@⌦T ) il existe
une unique solution u 2 L2(⌦T ) du proble`me aux limites (2.1) qui ve´rifie de plus une estimation
d’e´nergie de la forme
kuk2L2(⌦T )  CT
⇣
kfk2L2(⌦T ) + kgk2Hs(@⌦T )
⌘
. (2.49)
Alors, ne´cessairement s   12 .
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De´monstration : Par l’absurde, on suppose que s = 12    , avec   > 0.
On choisit dans le proble`me aux limites (2.1), les termes source suivants :
f ⌘ 0, et g" := " (t, x0)ei'" b,
ou`  (t, x0) 2 C1c (R⇥Rd 1) est nulle pour les temps ne´gatifs et strictement positive sur ]0, T [, et ou`
le vecteur b est celui introduit dans la de´finition 2.1.5.
On a clairement g = O(") dans L2(@⌦T ) et g = O
⇣
"
1
2
⌘
dans H
1
2 (@⌦T ). D’apre`s l’ine´galite´
d’interpolation classique pour les espaces de Sobolev applique´e a` s dans
⇥
0, 12
⇥
on a :
kgkHs(@⌦T )  C"
1
2+ .
Utilisant l’estimation d’e´nergie (2.49), il vient que u" est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ).
D’apre`s le the´ore`me 2.2.2, on sait que l’on peut construire U0 2 Pev tel que (u"   ei'" U0) est
O
⇣
"
3
2
⌘
dans L2(⌦T ). En particulier, (u"   ei'" U0) est aussi O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ).
Utilisant l’ine´galite´ triangulaire, ei
'
" U0 est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ), mais reprenant la construc-
tion de U0 on sait que cette amplitude est de la forme :
U0(t, x,Xd) =  (xd)↵0(t, x
0)eXdA(⇣)e. (2.50)
Le point crucial pour conclure est donne´ par le lemme suivant qui e´tablit qu’une fonction non nulle
de la forme (2.50) ne peut pas eˆtre mieux que O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ).
Lemme 2.4.1 Soit U0 une fonction de la forme (2.50) ; alors U0
 
t, x, xd"
 
est O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ).
Cette proprie´te est optimale au sens ou` s’il existe  > 0 tel que U0 soit O
⇣
"
1
2+
⌘
dans L2(⌦T ),
alors U0 est nulle dans L2(⌦T ).
De´monstration : La premie`re assertion a de´ja` e´te´ prouve´e dans la proposition 2.2.4. Pour montrer
la seconde on utilise le fait que pour tout w 2 Ck, M 2Mk(C) on a
|eMw|2   e 2kMk|w|2.
Conse´quemment,
kU0kL2(⌦T )   k↵0kL2(@⌦T )
✓Z +1
0
 (xd)e
 2xd
" kA(⇣)k|e|2 dxd
◆ 1
2
,
puis par le changement de variable s = xd" il vient
kU0kL2(⌦T )   "
1
2C↵0,e
✓Z +1
0
 ("u)e 2skA(⇣)k ds
◆ 1
2
,
  C↵0,e, ,kA(⇣)k "
1
2 .
Ce qui conclut la de´monstration.
⇤
Utilisant le lemme 2.4.1, ei
'
" U0 est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
si et seulement si k↵0kL2(@⌦T ) est nulle et donc ↵0
est nulle. Reprenant la construction de la fonction ↵0 on sait que cette fonction est solution de
l’e´quation de transport (2.46) avec
g˜0 =  |b|2 6= 0.
Donc, ↵0 est solution d’une e´quation de transport non homoge`ne, par conse´quent ↵0 est non nulle
d’ou` la contradiction recherche´e qui implique que s   12 .
⇤
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2.4.2 Saturation de l’estimation d’e´nergie (2.48).
Dans ce sous-paragraphe on montre l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie (2.48). On se place donc
dans le cadre d’une fre´quence ve´rifiant l’hypothe`se de stabilite´ 2.1.4. De plus, afin de se placer sous
les meˆmes conditions qu’au the´ore`me 2.3.1 (bien que cela ne soit pas ne´cessaire pour construire le
de´veloppement BKW), on imposera que Eh+(⇣) 6= {0}. En d’autre termes, on suppose qu’il existe
une phase hyperbolique sortante.
Afin de de´montrer l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie, on a besoin de l’hypothe`se technique
suivante :
Hypothe`se 2.4.1 Soit une fre´quence ⇣ 2 EH, telle que kerB\E (⇣) 6= {0}, alors Eh+(⇣) n’est pas
trivial.
De plus BEh+(⇣) n’est pas un sous-espace vectoriel de BE (⇣). De fac¸on e´quivalente, en utilisant
le vecteur b introduit dans la de´finition 2.1.5, il existe un vecteur ~u 2 Eh+(⇣) tel que
b ·B~u 6= 0.
On renvoie au sous-paragraphe 2.5.1 pour des exemples de proble`me aux limites qui satisfont cette
hypothe`se et pour des commentaires sur l’estimation que l’on est en droit d’attendre si cette hy-
pothe`se n’est pas ve´rifie´e.
Le the´ore`me principal de ce sous-paragraphe est le suivant :
The´ore`me 2.4.2 Sous les hypothe`ses 2.1.1-2.1.2-2.1.4 et 2.4.1, soit s1, s2 > 0, tels que pour tout
f 2 L2xd(Hs1(t,x0))(⌦T ) et pour tout g 2 Hs2(@⌦T ), il existe une unique solution u 2 L2(⌦T ) du
proble`me aux limites (2.1) qui ve´rifie de plus l’estimation d’e´nergie :
kuk2L2(⌦T )  CT
✓
kfk2
L2xd (H
s1
(t,x0))(⌦T )
+ kgk2Hs2 (@⌦T )
◆
. (2.51)
Alors on a ne´cessairement s1   12 et s2   12 .
Ce the´ore`me montre donc que malgre´ le fait que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
de´ge´ne`re en raison des modes e´vanescents, le phe´nome`ne de stabilite´ faible est toutefois amplifie´ par
l’existence de composantes hyperboliques. En e↵et, par rapport au cas elliptique on voit apparaˆıtre
une perte d’une demi de´rive´e a` l’inte´rieur du domaine.
Cette perte d’une demi de´rive´e n’est pas anodine puisqu’elle exclut notamment les techniques
de point fixe apre`s line´arisation pour re´soudre les proble`mes aux limites non line´aires.
De´monstration : On commence par de´montrer l’optimalite´ de la perte de de´rive´e a` l’inte´rieur du
domaine.
Par l’absurde, on suppose que s1 =
1
2    , pour un certain   2
⇤
0, 12
⇥
.
On pose comme terme source pour le proble`me aux limites (2.1)
g = 0, et f " := "ei
'
" fos
⇣
t, x,
xd
"
⌘
,
fos
⇣
t, x,
xd
"
⌘
:=  (t, x)ei!m0
xd
" eh+,
ou` eh+ 2
 
Eh+(⇣) \ {0}
 
est choisi de manie`re a` assurer que
b ·Beh+ 6= 0.
(Ce choix est rendu licite graˆce a` l’hypothe`se 2.4.1).
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Par interpolation,
kf "kHs1 (⌦T )  C"
1
2+ ,
l’estimation d’e´nergie (2.51) permet alors de montrer que u" est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ). On con-
struit alors un de´veloppement BKW et par ine´galite´ triangulaire, on montre que U0 = U ev0 le premier
terme du de´veloppement est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ).
Or, le premier terme du de´veloppement BKW est donne´ par :
U ev0
⇣
t, x,
xd
"
⌘
= ↵0(t, x
0) (xd)e
xd
" A(⇣)e,
ce qui implique que pour ↵0 non nul, U ev0 est O
⇣
"
1
2
⌘
dans L2(⌦T ) et pas mieux en vertu du lemme
2.4.1. Par conse´quent ↵0 doit eˆtre nul. Mais, ↵0 est solution de l’e´quation de transport (2.46) avec
comme terme source :
g˜0 := b ·
 
g  B
X
m2O
u1,m|xd=0
!
,
qui dans le cas pre´sent se re´duit a` :
g˜0 =  b ·B
 X
m2O
u1,m|xd=0
!
.
On conclut par la meˆme technique que dans [CG10]. Pour m 2 O, u1,m est solution de l’e´quation
de transport : ⇢
(@t + vm ·rx)u1,m =  m,m0 (t, x)eh+,
u1,m|t0 = 0,
ainsi seule l’amplitude u1,m0 est non nulle et est donne´e par :
u1,m0(t, x) =
Z t
0
 (s, x+ (s  t)vm0) ds eh+.
Donc, on peut choisir la fonction  de manie`re a` ce que le terme source
g˜0 =  b ·Bu1,m0|xd=0 ,
soit non nul (car eh+ est tel que b ·Beh+ 6= 0), ce qui implique que ↵0 est non nul d’ou` la contradiction
recherche´e. On en de´duit donc que s1   12 .
On montre maintenant que la perte de de´rive´e sur le bord est optimale.
Par l’absurde, on suppose que s2 =
1
2    ,   2
⇤
0, 12
⇥
. La preuve est tre`s semblable a` celle mise
en oeuvre pour montrer l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie (2.49), on n’utilise donc qu’un terme
de forc¸age sur le bord. On pose par conse´quent :
f ⌘ 0 et g(t, x0) := "ei'"  (t, x0)b,
avec une fois de plus b provenant de la de´finition 2.1.5 et  2 C1c (R ⇥ Rd 1), nulle pour les
temps ne´gatifs et strictement positive sur ]0, T [. Re´ite´rant les meˆmes arguments d’interpolation
que pre´ce´demment, on peut montrer que
kg"kHs2 (@⌦T )  C"
1
2+ .
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Utilisant l’estimation d’e´nergie (2.51) on montre que u" est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ). On construit
maintenant un de´veloppement BKW ; on sait alors que
ku"   ei'" U ev0 kL2(⌦T )  C".
Donc, U ev0 est O
⇣
"
1
2+ 
⌘
dans L2(⌦T ), ce qui conduit en re´ite´rant les arguments utilise´s au sous-
paragraphe 2.4.1 au fait que ↵0 est nul. Or, l’e´quation de transport dont ↵0 est solution est (2.46)
ou` le terme source est donne´ par :
g˜0 = b ·
 
g  B
X
m2O
u1,m|xd=0
!
,
qui dans le cas pre´sent s’e´crit :
g˜0 =  |b|2,
puisqu’en l’absence de terme source oscillant a` l’inte´rieur, les termes oscillants d’ordre un sortants
sont solutions de l’e´quation de transport homoge`ne (2.41) et sont donc nuls. D’ou` la contradiction
recherche´e, car ↵0 est solution d’une e´quation de transport non triviale donc ne peut eˆtre nul. On
conclut donc que s2   12 .
⇤
2.5 Commentaires et conse´quences.
2.5.1 Quelques commentaires sur l’hypothe`se 2.4.1.
On commence par mentionner que l’hypothe`se technique 2.4.1, dont on a eu besoin pour e´tablir
l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie (2.48), est ve´rifie´e par tous les ope´rateurs hyperboliques L(@),
dont la matrice Ad admet une unique valeur propre simple positive. On rappelle que l’hypothe`se
2.4.1 est e´quivalente a` imposer l’existence d’un vecteur eh+ 2 Eh+(⇣) tel que b ·Beh+ est non nul.
Ceci est automatiquement ve´rifie´ si p vaut 1, car dans ce cas, B est une matrice ligne et b = 1.
Il su t alors d’utiliser le fait que Ee+(⇣) =
 
w \ w 2 Ee (⇣)
 
pour montrer que :
8w 2 Ee+(⇣), b ·Bw = b ·Bw = 0.
Par conse´quent, si b · Beh+ est nul, utilisant la de´composition (2.3), on obtient que b est nul ce qui
contredit sa de´finition (voir de´finition 2.1.5).
En particulier, le syste`me de transition de phase liquide-vapeur e´tudie´ dans [BG98] et [Cou02]
et la line´arisation des e´quations d’Euler du sous-paragraphe 2.5.3 ve´rifient l’hypothe`se 2.4.1. Ainsi,
pour ces proble`mes aux limites, le the´ore`me 2.4.2 s’applique.
On fait maintenant quelques commentaires sur le type d’estimation d’e´nergie que l’on est en droit
d’attendre pour un proble`me aux limites qui ne ve´rifie pas l’hypothe`se 2.4.1, mais pour lequel on a
toujours une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptico-
hyperbolique.
Si BEh+(⇣) est inclus dans BE (⇣) alors il ne semble pas possible d’utiliser le sous-espace instable
Eh+(⇣) pour allumer un phe´nome`ne de transport le long de la frontie`re qui va ensuite venir propager la
singularite´ a` l’inte´rieur du domaine, comme on l’a fait dans la preuve du the´ore`me 2.4.2. Le the´ore`me
2.4.1 montre que les modes e´vanescents ne sont pas capables de propager une singularite´ de @⌦T
vers l’inte´rieur de ⌦T . De plus, l’analyse du proble`me de Cauchy line´aire montre tre`s clairement
qu’une instabilite´ ne peut en aucun cas se de´velopper d’elle meˆme a` l’inte´rieur du domaine.
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On a donc des raisons de penser que si l’hypothe`se 2.4.1 n’est pas ve´rifie´e alors il pourrait
ne pas y avoir de perte de de´rive´e a` l’inte´rieur de ⌦T . Toutefois puisque la seconde partie de la
de´monstration du the´ore`me 2.4.2 est inde´pendante de l’hypothe`se 2.4.1, la perte de de´rive´e sur le
bord @⌦T persiste.
Par conse´quent, un proble`me aux limites homoge`ne sur le bord pour lequel la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme est viole´e dans la zone elliptico-hyperbolique et qui ne ve´rifie pas l’hypothe`se
2.4.1 semble eˆtre bien pose´ au sens ou` la solution ne subie pas de perte de de´rive´e si le terme source
sur le bord est nul. L’analyse de ce cas de´ge´ne´re´ est laisse´ pour de futures e´tudes.
2.5.2 Classification et proble`mes homoge`nes bien pose´s.
Les the´ore`mes 2.4.1 et 2.4.2, l’optimalite´ de l’estimation dans le cas d’une violation de la condition
de Kreiss-Lopatinskii dans la zone hyperbolique de´montre´e dans [CG10] permettent de donner une
classification partielle, car on a tout de meˆme besoin de l’hypothe`se technique 2.4.1 pour traiter
le cas d’une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone elliptico-
hyperbolique, mais toutefois assez proche de l’exhaustivite´, des proble`mes aux limites faiblement
bien pose´s. Cette classification qui ne prend pas en compte une e´ventuelle violation de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans la zone de ”glancing” est la suivante :
⇧ Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone elliptique l’estimation
d’e´nergie est :
kuk2L2 (⌦T ) + ku|xd=0k
2
H
  12
  (@⌦T )
 C
 2
✓
kfk2L2 (⌦T ) + kgk
2
H
1
2
  (@⌦T )
◆
,
et le seul moyen pour ne pas perdre de de´rive´e sur le bord et d’avoir un proble`me bien pose´ est
donc d’imposer que g soit nulle.
⇧ Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone elliptico-hyperbolique, et
si l’hypothe`se 2.4.1 est ve´rifie´e, il apparait une perte d’une demi-de´rive´e a` l’inte´rieur :
kuk2L2(⌦T ) + ku|xd=0k2H  12 (@⌦T )  CT
0@kfk2
L2xd
✓
R+;H
1
2
t,x0 (⌦T )
◆ + kgk2
H
1
2 (@⌦T )
1A .
Si l’hypothe`se 2.4.1 n’est pas ve´rifie´e on conjecture alors que l’estimation d’e´nergie est sans perte a`
l’inte´rieur du domaine. Par conse´quent, dans ce cas de figure, un proble`me homoge`ne sur le bord
serait un autre exemple de proble`me bien pose´.
⇧ [CG10] Si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone hyperbolique,
alors l’estimation d’e´nergie est la suivante :
kuk2L2(⌦T ) + ku|xd=0k2L2(@⌦T )  CT
✓
kfk2
L2xd
⇣
R+;H1t,x0 (⌦T )
⌘ + kgk2H1(@⌦T )
◆
, (2.52)
on perd donc une de´rive´e sur le bord et une de´rive´e a` l’inte´rieur du domaine. De tels proble`mes ne
peuvent eˆtre bien pose´s.
2.5.3 Equation d’Euler et condition de bord dissipative.
Les the´ore`mes 2.4.1 et 2.4.2 permettent aussi de de´crire les re´gions ou` l’on peut imposer une con-
dition de bord maximale dissipative a` l’e´quation d’Euler line´arise´e. En e↵et, ce syste`me est hy-
perbolique a` multiplicite´ constante et syme´trique donc les pre´ce´dents re´sultats s’appliquent et l’on
peut aussi e´tudier la question de la dissipativite´ des conditions de bord.
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On rappelle qu’une condition de bord est dite maximale dissipative si la matrice normale Ad est
uniforme´ment ne´gative sur le noyau de la matrice de bord B c’est-a`-dire :
8v 2 kerB, hAdv, vi  0. (2.53)
On peut facilement montrer (voir par exemple [BG07] chapitre 3) que la solution d’un proble`me
aux limites syme´trique (ou plus ge´ne´ralement syme´trisable) qui admet une condition de bord max-
imale dissipative ve´rifie une estimation d’e´nergie sans perte a` l’inte´rieur du domaine. De plus, pour
les e´quations d’Euler line´arise´es, la zone elliptique est toujours vide donc la partition de l’espace
des fre´quence ne contient que trois zones :
⌅0 = EH [H [ G.
Par conse´quent le the´ore`me 2.4.2 ainsi que l’optimalite´ de l’estimation d’e´nergie (2.52) de´montre´e
par [CG10] permettent de conclure que la seule possibilite´ pour avoir une condition de bord maximale
dissipative qui ne ve´rifie pas la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme ne peut se produire que si
le de´terminant de Lopatinskii s’annule dans la zone de glancing.
On e´tudie donc les e´quations d’Euler isentropiques line´arise´es apre`s adimensionnement autour
d’un fluide subsonique entrant, pose´es dans un espace de dimension deux. C’est-a`-dire que l’on
s’inte´re`sse au proble`me aux limites suivant :
8<:
@tU +A1@1U +A2@2U = f , dans ⌦T ,
BU|x2=0 = 0, sur @⌦T ,
U|t=0 = 0, sur R⇥ R+,
(2.54)
avec :
A1 :=
24 0  1 0 1 0 0
0 0 0
35 , A2 :=
24M 0  10 M 0
 1 0 M
35 ,
ou` M 2 ] 1, 0[ de´signe le nombre de Mach.
On e´crit B sous la forme :
B :=
⇥
1 b2 b3
⇤
,
ou` b2 et b3 sont des re´els. On note D l’ensemble des parame`tres (b2, b3) dans R2 tels que la condition
de bord associe´e a` la matrice B soit une condition de bord maximale dissipative et par G˜ l’ensemble
des (b2, b3) dans R2 tels que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme de´ge´ne`re dans la zone de
glancing. G˜ est facilement calculable en re´ite´rant des calculs similaires a` ceux de [[BG07], chapitre
14] et est donne´ par :
G˜ =
⇢
(b2, b3) 2 R2 \ b2 = ± 1 +Mb3p
1 M2
 
:=  g+ [  g .
On introduit  ( , ⌘) un de´terminant de Lopatinskii pour le proble`me aux limites (2.54). Les
autres possibilite´s de condition de bord (voir [BGRSZ02]) sont le´ge`rement plus complique´es a` cal-
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culer cependant on peut toutefois les lister de la fac¸on suivante :
 0 :=
 
(b2, b3) 2 R2 \ (1, 0) = 0
 
=
 
(b2, b3) 2 R2 \ b3 = 1
 
,
 w :=
 
(b2, b3) 2 R2 \ 9⇣ 2 EH, (⇣) = 0
 
=
n
(b2, b3) 2 R2 \ b3 =  M, |b2| <
p
1 M2
o
,
 s :=
 
(b2, b3) 2 R2 \ 9⇣ 2 H, (⇣) = @  (⇣) = 0
 
=
 
(b2, b3) 2 R2 \ b3 >  M, b22 + b23 = 1
 
,
SU :=
 
(b2, b3) 2 R2 \ 9⇣ 2 ⌅ \ ⌅0, ⇣ 6= (1, 0), (⇣) = 0
 
=
 
(b2, b3) 2 R2 \ b3 >  M, b22 + b23 < 1
 
,
SS :=
 
(b2, b3) 2 R2 \ 8⇣ 2 ⌅, (⇣) 6= 0
 
=
⇢
(b2, b3) 2 R2 \ b3 <  M, |b2| < 1 +Mb3p
1 M2
 
S ⇢
(b2, b3) 2 R2 \ b3 >   1
M
, |b2| <   1 +Mb3p
1 M2
 
.
Tous les parame`tres (b2, b3) n’appartenant pas a` cette liste entrainent que le proble`me aux limites
(2.54) est dans la classe WR, c’est-a`-dire que le de´terminant de Lopatinskii   s’annule dans la zone
hyperbolique a` l’ordre un exactement.
Remarque Les transitions entre les di↵e´rentes zones de´crites ci-dessus sont exactement celles
prophe´tise´es dans [BGRSZ02]. L’ensemble  w contient des fre´quences qui ve´rifient l’hypothe`se
2.1.4 ainsi que l’hypothe`se 2.4.1.
On a de´ja` mentionne´ au de´but de ce sous-paragraphe que ne´cessairement
D ⇢ G˜ [ SS.
Cependant pour (b2, b3) 2 G˜ la matrice associe´e a` la forme quadratique hA2X,Xi, X 2 kerB est
donne´e par
M =
24M ⇣1 + (1+Mb3)21 M2 ⌘ ± (1+Mb3)2p1 M2
± (1+Mb3)2p
1 M2
 
M(1 + b23) + 2b3
 
35 ,
et on ve´rifie facilement que det(M) < 0 ce qui signifie que la forme quadratique hA2X,Xi n’est pas
uniforme´ment positive sur kerB. Ceci revient a` dire que D n’intersecte pas G˜.
Lorsque (b2, b3) 2 SS la matrice associe´e a` la forme quadratique hA2X,Xi, X 2 kerB est
M0 =

M
 
1 + b22
 
b2 (1 +Mb3)
b2 (1 +Mb3)
 
M(1 + b23) + 2b3
   .
Or M
 
1 + b22
 
< 0, donc hA2X,Xi n’est pas uniforme´ment positive pour X si et seulement si
det(M0)   0 ce qui revient a` dire que :
b22(M
2   1) + (Mb3 + 1)2 + (M2   1)   0.
Le bord de D est une hyperbole, contenue dans SS. Pour les parame`tres b2 et b3 choisis sur cette
hyperbole les conditions de bord correspondantes sont maximales dissipatives mais pas strictement
dissipatives (c’est-a`-dire que l’ine´galite (2.53) ne peut en aucun cas eˆtre stricte). Comme indique´
par le the´ore`me 2.4.2,  w n’intersecte pas D.
On conclut la discussion pre´ce´dente par le sche´ma suivant :
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Figure 2.1: Les di↵e´rents types de condition aux limites pour l’e´quation d’Euler line´arise´e.
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Chapitre 3
Vitesse finie de propagation dans la
classe WR
Les re´sultats de ce chapitre ont e´te´ publie´s dans la revue Communications on Pure and Applied
Analysis, [Ben14a].
3.1 Introduction du chapitre 3.
Dans ce chapitre on se propose de montrer un re´sultat de vitesse finie de propagation pour les
proble`mes aux limites hyperboliques line´aires pose´s dans la classe WR. Plus pre´cise´ment, on mon-
trera ici une proprie´te´ d’unicite´ locale, la proprie´te´ de vitesse finie de propagation e´tant un corollaire
de ce re´sultat. La classeWR a e´te´ introduite dans [BGRSZ02] et correspond a` des proble`mes faible-
ment bien pose´s.
La proprie´te´ de vitesse de propagation finie est bien connue et est l’une des caracte´ristiques
des e´quations aux de´rive´es partielles hyperboliques. En e↵et, le fait que, pour le proble`me de
Cauchy syme´trique, l’information se propage au plus vite comme le module de la plus grande valeur
propre du symbole en espace du syste`me est un re´sultat classique qui repose principalement sur une
inte´gration par parties (voir par exemple [Rau12] paragraphe 2.3).
La ge´ne´ralisation de ce re´sultat aux proble`mes de Cauchy hyperboliques a` multiplicite´ constante
[BG07], et aux proble`mes aux limites fortement bien pose´s [[Cha72]-[Shi72]], peut se faire en pas-
sant par l’e´tude des syste`mes a` coe cients variables. Ainsi, le principe de Holmgren permet de
conside´rer un feuilletage du coˆne dans lequel on s’attend a ce que l’information se propage. Le
point important de cette me´thode est que le syste`me a` donne´e initiale de´finie sur l’une des feuilles
he´rite des proprie´te´s d’hyperbolicite´ et du caracte`re fortement bien pose´ du syste`me initial.
C’est cette me´thode que l’on ge´ne´ralise ici aux proble`mes aux limites pose´s dans la classe WR.
On montrera donc que la vitesse de propagation de l’information reste finie pour les proble`mes aux
limites pose´s dans la classe WR.
Cependant, en raison de l’absence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on verra que
l’information peut se propager plus rapidement que dans le cas du proble`me de Cauchy, ou de
fac¸on e´quivalente dans le cas du proble`me aux limites fortement bien pose´. Cette augmentation
de la vitesse maximale de propagation par rapport au proble`me de Cauchy est provoque´e par un
phe´nome`ne de propagation le long du bord propre aux proble`mes dans la classe WR.
Cette augmentation de la vitesse maximale n’est pas e´tonnante. En e↵et, la litte´rature regorge
(voir par exemple [BG07]-[CG10]-[Ika70]) d’exemples pour lesquels la vitesse de propagation le long
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du bord est supe´rieure a` la vitesse a` l’inte´rieur du domaine (qui reste la meˆme vitesse que celle
pour le proble`me de Cauchy). Pour certains de ces exemples, on peut meˆme produire des vitesses
de propagation le long du bord arbitrairement grandes.
Le premier paragraphe de ce chapitre est constitue´ de rappels et fixe les notations. Dans le second
paragraphe, on e´noncera le the´ore`me principal et on de´butera la de´monstration de ce the´ore`me
jusqu’a` l’apparition du lemme au coeur de ce travail. La de´monstration de ce lemme, qui occupera
le troisie`me paragraphe de ce chapitre, montrera qu’afin d’appliquer le principe de Holmgren, la
vitesse de propagation doit pouvoir eˆtre supe´rieure a` la vitesse de propagation du proble`me de
Cauchy. Enfin dans le quatrie`me paragraphe, on ache`vera la de´monstration du the´ore`me de vitesse
finie de propagation et on discutera de l’optimalite´ de la vitesse maximale que l’on a trouve´e dans
le cinquie`me et dernier paragraphe.
3.2 Notations et re´sultats pre´liminaires.
Dans tout ce qui suit, on s’inte´resse aux proble`mes aux limites pose´s dans le demi-espace :
Rd+ := {x = (x0, xd) 2 Rd \ xd > 0}.
Pour T > 0 fixe´, on de´signe par ⌦T l’ensemble de´fini par
⌦T = [0, T ]⇥ Rd+,
et par @⌦T sa frontie`re spatiale i.e. l’ensemble de´fini par la relation
@⌦T = ⌦T \ {xd = 0} .
Pour alle´ger les notations, on adopte l’abus de notation suivant : (t, x0) := (t, x0, 0), pour les
e´le´ments de @⌦T .
Soit Mp⇥q(R) l’ensemble des matrices a` coe cients re´els ayant p lignes et q colonnes ; on note
C1b (⌦T ,Mp⇥q(R)) (resp. C1b (@⌦T ,Mp⇥q(R))) l’ensemble des applications a` valeurs dans Mp⇥q(R)
de re´gularite´ C1 sur ⌦T (resp. @⌦T ), borne´es ainsi que leurs de´rive´es successives et qui admettent
de plus des limites pour x grand.
Enfin puisque ces espaces apparaissent de fac¸on naturelle dans les estimations d’e´nergie, pour
  > 0 on de´signera par Hs (⌦T ) les espaces de Sobolev a` poids exponentiel, de´finis par la relation :
Hs (⌦T ) :=
 
u 2 D0(⌦T ) \ e t u 2 Hs(⌦T )
 
.
Les espaces Hs (@⌦T ) sont de´finis de fac¸on analogue.
On conside`re le proble`me aux limites hyperbolique line´aire a` coe cients variables suivant :8<: L(t, x, @)u := @tu+
Pd
j=1Aj(t, x)@ju = f , sur ⌦T ,
B(t, x0)u = g, sur @⌦T ,
u(0, x) = u0(x), sur Rd+,
(3.1)
ou` Aj 2 C1b (⌦T ,MN⇥N (R)) et B 2 C1b (@⌦T ,Mp⇥N (R)), l’entier p e´tant le nombre de valeurs pro-
pres strictement positives de la matrice Ad(t, x) (on insiste ici sur le fait qu’en raison des hypothe`ses
3.2.1 et 3.2.2 ci-dessous, l’entier p sera inde´pendant du couple (t, x)).
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Dans un souci d’alle`gement des notations, pour ⇠ 2 Rd (resp. ⇠0 2 Rd 1), on de´signera par
A(t, x, ⇠) (resp. A0(t, x, ⇠0)) le symbole spatial (resp. spatial tangentiel) de L(t, x, @) i.e.
A(t, x, ⇠) :=
dX
j=1
⇠jAj(t, x)
0@ resp. A0(t, x, ⇠0) := d 1X
j=1
⇠jAj(t, x)
1A .
Dans la suite de ce chapitre on supposera que le proble`me aux limites standard (3.1) est hy-
perbolique a` multiplicite´ constante, a` bord non caracte´ristique. C’est-a`-dire que les hypothe`ses
suivantes sont ve´rifie´es :
Hypothe`se 3.2.1 Il existe un entier M   1, des fonctions analytiques sur ⌦T ⇥
 
Rd \ {0}  a`
valeurs re´elles, note´es  1, ..., M , ainsi que des entiers positifs ⌫1, ..., ⌫M tels que :
8⇠ 2 Sd 1, det (⌧ +A(t, x, ⇠)) =
MY
k=1
(⌧ +  k(t, x, ⇠))
⌫k ,
avec  1 < ... <  q et les valeurs propres  k(t, x, ⇠) de A(t, x, ⇠) sont semi-simples.
Hypothe`se 3.2.2 Pour tout (t, x) 2 ⌦T , det(Ad(t, x)) 6= 0.
De plus, pour u une solution du proble`me aux limites (3.1), afin d’avoir une estimation de
semi-groupe sur supt2[0,T ] ku(t, ·)kL2(Rd+) dans l’estimation d’e´nergie de u, on a besoin d’ajouter
l’hypothe`se suivante sur les coe cients Aj (voir [Cou05]) :
Hypothe`se 3.2.3 Le proble`me aux limites standard (3.1) est syme´trisable au sens de Friedrichs,
c’est-a`-dire qu’il existe une matrice syme´trique de´finie positive, re´gulie`re sur ⌦T , note´e S(t, x), telle
que pour tout 1  j  d et pour tout (t, x) 2 ⌦T , la matrice S(t, x)Aj(t, x) est syme´trique.
La suite de ce paragraphe est consacre´e a` l’e´tude de la condition de stabilite´ que l’on impose
sur le bord. Comme mentionne´ dans l’introduction, on supposera que le proble`me aux limites (3.1)
est dans la classe WR. Avant de donner une de´finition de cette classe (voir hypothe`se 3.2.3 et
[BGRSZ02]), on introduit quelles notations.
Soit ⌅ et ⌅0 les espaces de fre´quences :
⌅ :=
n
⇣ = (  :=   + i⌧, ⌘) 2 C⇥ Rd 1 \     0
o
\ {0} ,
⌅0 := ⌅ \ {  = 0} .
Pour (t, x, ⇣) 2 ⌦T ⇥ ⌅, on note A(t, x, ⇣) la matrice re´solvante associe´e au proble`me aux limites
(3.1) de´finie de la fac¸on suivante :
A(t, x, ⇣) =  Ad(t, x) 1
 
  + iA0(t, x, ⌘)
 
.
On note E (t, x, ⇣) le sous-espace stable associe´ a` A(t, x, ⇣). On rappelle que graˆce au lemme de
Hersh ([BG07] p.103), ce sous-espace est de dimension constante e´gale a` p pour tout (t, x, ⇣) 2
⌦T ⇥ (⌅ \ ⌅0). De plus, les travaux de [Kre70] et de [Me´t00] montrent que ce sous-espace admet un
prolongement par continuite´ a` ⌅0.
Puisque cela permet de donner une caracte´risation plus aise´e de la classe WR on introduit  
un de´terminant de Lopatinskii pour le proble`me aux limites (3.1) de´fini par la relation :
 (t, x0, ⇣) := det(B(t, x0) [E1, ..., Ep] (t, x0, ⇣)),
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ou` la famille {E1(t, x0, ⇣), ..., Ep(t, x0, ⇣)} est une base du sous-espace stable E (t, x0, ⇣) (on renvoie
a` l’hypothe`se 3.2.3 pour plus de de´tails).
Le de´terminant de Lopatinskii   ainsi de´fini est holomorphe dans la variable   et re´gulier dans
la variable ⌘, en dehors de la zone de glancing.
On rappelle que le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me aux limites (3.1) est e´quivalent a`
la condition suivante :
De´finition 3.2.1 On dit que le proble`me aux limites (3.1) ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme si et seulement si :
8(t, x0) 2 @⌦T , 8⇣ 2 ⌅,  (t, x0, ⇣) 6= 0.
L’ensemble des proble`mes aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme con-
stitue la classe SS (pour strongly stable).
La classe WR est une classe plus faible qui comprend des proble`mes faiblement bien pose´s (que
l’on a de´ja` mentionne´s au chapitre 2), c’est-a`-dire des proble`mes dont la solution est moins re´gulie`re
que les termes sources (dans la classe WR la di↵e´rence de re´gularite´ est d’une de´rive´e sur le bord
et d’une de´rive´e a` l’inte´rieur). Pour ces proble`mes la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
de´ge´ne`re sur certains points de ⌅0. Plus pre´cise´ment, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
de´ge´ne`re a` l’ordre un pour certains points de ⌅0 inclus dans la zone hyperbolique (voir [BGRSZ02]
et les de´finitions suivantes pour plus de de´tails).
De´finition 3.2.2 La zone hyperbolique de l’ope´rateur L(t, x, @), note´e H, est l’ensemble des triplets
(t, x0, ⇣) 2 @⌦T ⇥ ⌅0 tels que la matrice A(t, x0, ⇣) est diagonalisable a` valeurs propres imaginaires
pures.
On note ⌥ l’ensemble des (t, x0, ⇣) 2 @⌦T ⇥ ⌅0 tels que
kerB(t, x0) \ E (t, x0, ⇣) 6= {0} .
De fac¸on e´quivalente,
⌥ =
 
(t, x0, ⇣) 2 (@⌦T ⇥ ⌅0) \ (t, x0, ⇣) = 0
 
.
De´finition 3.2.3 On dit que le proble`me aux limites (3.1) est dans la classe WR si les conditions
suivantes sont re´alise´es :
i) Le proble`me aux limites (3.1) ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii faible, c’est-a`-dire :
8(t, x0, ⇣) 2 @⌦T ⇥ (⌅ \ ⌅0) ,  (t, x0, ⇣) 6= 0.
ii) ⌥ 6= ;, et ⌥ ⇢ H˚ (ou` ·˚ de´signe l’inte´rieur de ·).
iii) Pour tout (t, x0, ⇣) 2 ⌥, @⌧ (t, x0, ⇣) 6= 0.
Puisque cela sera ne´cessaire pour e´tablir la valeur exacte de la vitesse maximale de propagation on
rappelle aussi une formulation e´quivalente de la de´finition 3.2.3 (voir [CG10])
Proposition 3.2.1 Le proble`me aux limites (3.1) est dans la classe WR si et seulement si les
conditions i) et ii) de la de´finition 3.2.3 sont re´alise´es et si de plus, a` la place de iii), la condition
suivante est ve´rifie´e :
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iii0) Pour tout (t, x0, ⇣) 2 ⌥, il existe un voisinage V de (t, x0, ⇣) dans @⌦T ⇥ ⌅, une base
(E1, ..., Ep)(t, x0, ⇣) de E (⇣) re´gulie`re dans V, une matrice inversible de taille p ⇥ p, P (t, x0, ⇣),
re´gulie`re sur V et enfin une fonction ⇥ re´gulie`re sur V a` valeurs re´elles tels que la proprie´te´ suivante
soit ve´rifie´e :
8(t, x0, ⇣) 2 V, B [E1, ..., Ep] (t, x0, ⇣) = P (t, x0, ⇣)diag(  + i⇥(t, x0, ⇣), 1, ..., 1).
En particulier, prenant le de´terminant de l’e´galite´ pre´ce´dente on peut trouver un de´terminant de
Lopatinskii qui s’e´crit sous la forme :
8(t, x0, ⇣) 2 V,  (t, x0, ⇣) = (  + i⇥(t, x0, ⇣)) detP (t, x0, ⇣).
De tels proble`mes sont faiblement bien pose´s au sens du the´ore`me suivant [Cou11a] :
The´ore`me 3.2.1 On suppose que le proble`me aux limites standard (3.1) homoge`ne pour la condi-
tion initiale ve´rifie les hypothe`ses 3.2.1-3.2.2-3.2.3 et est dans la classe WR au sens de la de´finition
3.2.3. On impose de plus la re´gularite´ suivante sur les coe cients du syste`me (3.1) : pour tout
1  j  d, Aj 2 W 2,1(⌦T ,MN⇥N (R)) et B 2 W 2,1(@⌦T ,Mp⇥N (R)). Alors pour tout terme
source f 2 L2(⌦T ) tel que rt,x0f 2 L2(⌦T ), g 2 H1(@⌦T ), ve´rifiant la condition de compatibilite´
f|t=0 = g|t=0 = 0, il existe une unique fonction u 2 L2(⌦T ), a` trace L2(@⌦T ), qui est solution du
proble`me aux limites (3.1). De plus, u admet l’estimation d’e´nergie :
supt2[0,T ] e 2 tku(t)k2L2(Rd+) +  kuk
2
L2 (⌦T )
+ ku|xd=0k2L2 (@⌦T ) (3.2)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦T ) +
1
 3
krt,x0fk2L2 (⌦T ) + kgk
2
L2 (@⌦T )
+
1
 2
krgk2L2 (@⌦T )
◆
,
pour une certaine constante C > 0 inde´pendante de   et de T et pour tout      0 > 0.
On conside`re maintenant le proble`me aux limites standard (3.1) avec condition initiale inho-
moge`ne
u|t=0 = h(x).
Alors le meˆme re´sultat reste vrai, si, d’une part, on renforce la re´gularite´ des coe cients de (3.1) de
la manie`re suivante : pour tout 1  j  d, Aj 2 C1b (⌦T ,MN⇥N (R)) et B 2 C1b (@⌦T ,Mp⇥N (R)).
Et d’autre part, on impose que la donne´e initiale h 2 H2(Rd+) ve´rifie la condition de compatibilite´ :
B(0, x0)h|xd=0 = g|t=0. (3.3)
3.3 The´ore`me principal, e´nonce´ et principe de Holmgren.
Le the´ore`me principal de ce chapitre est le re´sultat d’unicite´ locale suivant :
The´ore`me 3.3.1 Si le proble`me aux limites standard (3.1) ve´rifie les hypothe`ses 3.2.1-3.2.2-3.2.3
et est dans la classe WR, alors il existe un re´el strictement positif V0 tel que pour tout (t0, x0) 2 ⌦T ,
si on de´signe par C le coˆne de´fini comme suit :
C =
n
(t, x) 2 Rd+1 \ |x  x0|  V0(t0   t)
o
,
alors la proprie´te´ suivante est ve´rifie´e :
Si u est une solution de re´gularite´ C([0, T ] , L2(Rd+)) du proble`me aux limites :8<: L(t, x, @)u = 0 , sur C \ ⌦T ,B(t, x0)u = 0 , sur C \ @⌦T ,
u = 0 , sur C \ ⌦T \ {t = 0},
(3.4)
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alors u|C ⌘ 0.
De plus, la meˆme poprie´te´ est vraie pour tout V   V0.
Le plus petit des re´els V0 tel que le the´ore`me 3.3.1 soit ve´rifie´ est alors la vitesse de propagation
maximale recherche´e. La valeur de cette vitesse maximale de propagation sera rendue explicite dans
la de´monstration du lemme 3.4.1 (plus pre´cise´ment, a` l’e´quation (3.7)), comme on le verra, cette
valeur ne de´pend que des coe cients du proble`me (3.1).
Comme pour la de´monstration de la vitesse finie de propagation pour le proble`me de Cauchy
hyperbolique a` multiplicite´ constante ([BG07], chapitre 2), ou pour la de´monstration de la vitesse
finie de propagation pour un proble`me aux limites ve´rifiant la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme [[Cha72]-[Shi72]], la de´monstration que l’on propose ici repose sur un principe de Holmgren.
Dans un premier temps on choisit un V0 > 0 quelconque, et on va construire un feuilletage
du coˆne C. Ainsi pour toute feuille on rele`ve l’espace Rd+ en un parabolo¨ıde approchant de mieux
en mieux le coˆne C. On va ensuite de´finir une famille de proble`mes aux limites standards releve´s,
c’est-a`-dire, pour lesquels la condition initiale n’est plus impose´e sur l’hypersurface ⌦T ⇥ {t = 0},
mais sur l’une des feuilles du feuilletage.
Puis on va montrer, graˆce au the´ore`me 3.4.1 ci-dessous, que le proble`me ainsi releve´ reste sous
certaines restrictions sur V0 dans la classe WR et conserve aussi les proprie´te´s de bord non car-
acte´ristique et d’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante (cf. hypothe`ses 3.2.1 et 3.2.2). Conside´rant
le proble`me aux limites dual du proble`me releve´ qui, on le verra, reste dans la classe WR en vertu
du lemme 3.5.1 et utilisant les re´sultats sur le caracte`re bien pose´ du proble`me aux limites dans
la classe WR duˆs a` [Cou05], on pourra par la formule de Green montrer que si la solution u est
suppose´e re´gulie`re alors sa restriction a` toute feuille est nulle.
Ainsi, conside´rant une fonction u su samment re´gulie`re, on montrera une version re´gulie`re du
the´ore`me 3.3.1. On conclura enfin par un processus de re´gularisation.
On commence donc par de´crire le feuilletage du coˆne C. Ce dernier est analogue (apre`s restriction
aux xd   0) a` celui de´crit dans [[BG07] p.76]. Le feuilletage (E✓)✓2[0,1] du coˆne C est donc donne´
par :
8✓ 2 [0, 1] , E✓ :=
 
(t, x) 2 C \ ✓3|x  x0|2   V 20 (t  ✓t0)2 + ✓2t20V 20 (1  ✓) = 0
 
.
Ce feuilletage de´pend du re´el V0 que l’on a fixe´ mais dans un souci de simplification des notations
on ne note pas la de´pendance de (E✓)✓2[0,1] par rapport a` V0.
On illustre le feuilletage pre´ce´dent par le sche´ma suivant :
A ✓ fixe´, E✓ e´tant un graphe re´gulier on peut trouver un di↵e´omorphisme :
 ✓ : (t, x)! (t˜, x),
tel que E✓ =  ✓({0}⇥ Rd+). Par exemple, poser
t˜ = t˜(x) := ✓
 
t0  
s
(1  ✓)t20 +
✓
V 20
|x  x0|2
!
,
convient. Ainsi conside´rer le proble`me releve´ en espace sur la feuille E✓ revient a` e↵ectuer le
changement de variables (t, x) !  ✓(t, x) dans le syste`me (3.4). Le proble`me releve´ en espace
s’e´crit donc sous la forme suivante :8<:
eL(t˜, x, @)u = 0 , sur C \ ⌦T ,eB(t˜, x0)u|xd=0 = 0 , sur C \ @⌦T ,
u = 0 , sur C \ @⌦T \ E✓,
(3.5)
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0
퓔휃
풞
L(t,x,∂)u=0B(t,x')u=0
u=0
L휃
Figure 3.1: Illustration du feuilletage (E✓)✓2[0,1].
ou` l’on a pose´1 :
eL(t˜, x, @) :=  I +A(t, x,rxt˜)  @t˜ + dX
j=1
Aj(t, x)@j ,
eB(t˜, x0) := B(t, x0).
Dans la suite de cette de´monstration on travaillera sur le proble`me aux limites (3.5). Ainsi on
introduit la matrice re´solvante du proble`me (3.5) note´e eA et de´finie par :
eA(t˜, x, ⇣) :=   (Ad(t, x)) 1     I +A(t, x,rxt˜) + iA0(t, x, ⌘)  . (3.6)
On note aussi eE (t˜, x, ⇣) le sous-espace stable associe´ a` la matrice eA(t˜, x, ⇣).
Remarque A ce stade de l’analyse, il n’est pas clair que le sous-espace stable eE (t˜, x, ⇣) soit
e↵ectivement bien de´fini pour tout ⇣ 2 ⌅. En e↵et, sans l’hypothe`se d’hyperbolicite´ a` multiplicite´
constante pour le proble`me (3.5) le sous-espace stable eE (t˜, x, ⇣) n’est a priori pas de´fini. Cependant
comme on le verra au lemme 3.4.2 cette condition est ve´rifie´e. C’est pourquoi, on se permet de
de´finir ce sous-espace directement.
Enfin on de´signe par eH la zone hyperbolique et e⌥ la zone ou` la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme est viole´e, pour le proble`me aux limites standard releve´ (3.5). Ces deux zones sont de´finies
exactement comme on l’a fait pour le proble`me aux limites (3.4) (cf. de´finition 3.2.2 et la de´finition
3.2.3).
Le prochain point de la de´monstration est de montrer que le syste`me (3.5) reste dans la classe
WR, a` condition que |rxt˜| soit assez petit.
1 Puisque l’on ne fait un changement de variable qu’en temps (en raison du fait que l’hypersurface E✓ est un graphe
re´gulier au dessus de l’hyperplan {0}⇥ Rd+) il est normal que la partie lie´e aux de´rive´es spatiales soit inchange´e.
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3.4 De´monstration du lemme principal.
On note VC la vitesse de propagation du proble`me de Cauchy (3.1) sans condition de bord, VB la
vitesse de propagation le long du bord i.e.
VC := sup
(t,x,⇠)2⌦T⇥Sd 1
max
1iM
| i(t, x, ⇠)|,
VB := sup
(t,x0,⇣)2⌥
|r⌘⇥(⇣)|,
ou` les valeurs propres  i(t, x, ⇠) sont de´finies dans l’hypothe`se 3.2.1 et ou` la fonction ⇥ est de´finie
dans la proposition 3.2.1. On introduit aussi :
V := max (VB;VC) . (3.7)
On pose enfin Cres le coˆne de´fini par :
Cres =
n
(r, v) 2 R+ ⇥ Rd 1 \ |v| < V  1r
o
.
Par de´finition de V on voit que ce coˆne est inclus dans le coˆne forward.
Le point principal de cette e´tude est le suivant :
Lemme 3.4.1 Pour tout (1,rxt˜) 2 Cres le proble`me aux limites (3.5), associe´ au changement de
variable (1,rxt˜) est faiblement bien pose´ dans la classe WR.
On de´compose la de´monstration de ce re´sultat en deux lemmes. Le premier montre que les hy-
pothe`ses 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 sont satisfaites par le proble`me aux limites (3.5), le second e´tant
consacre´ au fait que le proble`me aux limites (3.5) reste e↵ectivement dans la classe WR, au sens de
la de´finition 3.2.3.
Lemme 3.4.2 Pour tout (1,rxt˜) 2 Cres, le proble`me aux limites (3.5) satisfait les hypothe`ses
3.2.1,3.2.2 et 3.2.3. De plus, le proble`me aux limites (3.5) satisfait aussi les conditions suivantes :
i) eB est une matrice de taille p˜⇥N ou` p˜ est le nombre de valeurs propres strictement positives
de fAd.
ii) Pour tout 1  j  d, eAj 2 C1b (⌦˜T ,MN⇥N (R)) et eB 2 C1b (@˜⌦T ,Mp˜⇥N (R)).
De´monstration : Le fait que le proble`me aux limites (3.5) ve´rifie l’hypothe`se 3.2.2 et la condition
i) est trivial et est juste une conse´quence du fait que le changement de variable (t, x) ! (t˜, x) ne
change pas les matrices Ad et B.
De meˆme pour ve´rifier ii) il su t de ve´rifier que I+A(t, x,rxt˜) est dans C1b (⌦T ,MN⇥N (R)), ce
qui est le cas puisque par hypothe`se sur les coe cients du proble`me aux limites (3.1), A(t, x,rxt˜)
est dans C1b (⌦T ,MN⇥N (R)).
La de´monstration du fait que le proble`me aux limites (3.5) ve´rifie l’hypothe`se 3.2.1 est une
application directe du lemme de Lax qui a rme que l’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante est
conserve´e sous l’hypothe`se |rxt˜| < 1VC (cf. [BG07] chapitre 1, the´ore`me 1.5).
⇤
Lemme 3.4.3 Pour tout (1,rxt˜) dans Cres, le proble`me aux limites (3.5) est dans la classe WR.
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De´monstration : On raisonne par connexite´, soit :
⇤ :=
n
(1,rxt˜) 2 Cres \
⇣eL(t˜, x, @), eB(t˜, x0)⌘ est dans la classe WRo . (3.8)
• Il est clair que l’ensemble ⇤ est non vide, car (1, 0) 2 ⇤.
• Le the´ore`me principal de [BGRSZ02] e´tablit que la classe WR est stable par perturbations,
donc ⇤ est ouvert dans Cres.
• Il faut juste montrer que l’ensemble ⇤ est ferme´ dans Cres.
Soit (1, vn) une suite dans ⇤ qui converge vers (1, v) dans Cres. On de´signe par eEn (t, x, ⇣) (resp.eE1  (t, x, ⇣)) le sous-espace stable pour la matrice re´solvante obtenue apre`s le changement de variables
(1, vn) (resp. (1, v)). On note aussi e n et e 1 les de´terminants de Lopatinskii correspondants.
On veut montrer que pour tout (t, x0) 2 @⌦T , les conditions i)  iii) de la de´finition 3.2.3 sont
satisfaites.
⇧ De´monstration de i) :
On raisonne par l’absurde. Soit (t˜, x0, ⇣) 2 @⌦T ⇥(⌅ \ ⌅0) un ze´ro du de´terminant de Lopatinskiie 1. e 1 e´tant une fonction holomorphe dans la variable  , si e 1 n’est pas identiquement nulle
alors ses ze´ros sont isole´s. On va montrer que e 1(t˜, x0, 1, 0) 6= 0.
Un simple calcule montre que :
i eA(t˜, x0, 1, 0) = A(t˜, x0, i,rx0 t˜)  i@dt˜.
Par conse´quent, v est un vecteur propre re´el de la matrice eA(t˜, x0, 1, 0) pour une valeur propre
re´elle  si et seulement si v est un vecteur propre re´el de la matrice A(t˜, x0, i,rx0 t˜) pour la valeur
propre imaginaire pure i( + @dt˜). Ainsi, eE1  (t˜, x0, 1, 0) \ ker eB(t˜, x0) 6= {0} si et seulement si
(t˜, x0, 1,rx0 t˜) 2 ⌥.
Or, (1,rxt˜) 2 Cres, ce qui implique que :
|rx0 t˜|  |rxt˜| < 1VB  inf(t˜,x0,1,⌘)2⌥ |⌘|. (3.9)
La dernie`re ine´galite´ provenant de la formule d’Euler applique´e a` la fonction homoge`ne ⇥ e´value´e
en un point (t˜, x0, ⇣) 2 ⌥. Cette formule s’e´crit sous la forme :
⌘ ·r⌘⇥(t˜, x0, ⇣) =  ⌧@⌧⇥(t˜, x0, ⇣),
ou` l’on peut normaliser la fonction ⇥ de manie`re a` ce que @⌧⇥(t˜, x0, ⇣) = 1 (cf. [CG10] de´monstration
de la proposition 3.5) et ou` l’on utilise l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz pour obtenir :
1
VB
 inf
(t˜,x0,1,⌘)2⌥
|⌘|.
Or l’ine´galite´ (3.9) contredit le fait que (t˜, x0, 1,rx0 t˜) 2 ⌥. Par conse´quent, e 1(t˜, x0, 1, 0) 6= 0
et (t˜, x0, ⇣) est un ze´ro isole´.
Appliquant le the´ore`me de Rouche´, pour n assez grand e n admet un ze´ro au voisinage de
(t˜, x0, ⇣), ce qui contredit clairement le fait que la suite (1, vn) est dans ⇤ et le point i) est de´montre´.
⇧ De´monstration de ii) :
Les de´monstrations des points ii) et iii) e´tant vraies pour tout n, on se permet d’oˆter la
de´pendance par rapport a` n dans la notation des objets manipule´s.
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La de´monstration du point ii) se base sur le calcul explicite :
eA(t˜, x, i⌧, ⌘) = A(t, x, i⌧, ⌘ + ⌧rx0 t˜)  i⌧@dt˜ (3.10)
qui montre que la zone hyperbolique (resp. la zone d’annulation du de´terminant de Lopatinskii)
pour la matrice re´solvante eA, note´e eH (resp. e⌥), est la translation de la zone H (resp. ⌥) par le
vecteur ⌧rx0 t˜. Par conse´quent, si ⌥ ⇢ H˚, alors e⌥ ⇢ e˚H.
⇧ De´monstration de iii) :
La de´monstration du point iii) se fait par l’absurde. On suppose donc qu’il existe un e´le´ment
(t˜, x0, ⇣) 2 e⌥ tel que @⌧ e (t˜, x0, ⇣) est nul. On part de l’identite´ (3.10), qui en terme de de´terminants
de Lopatinskii s’e´crit sous la forme :
e (t˜, x0, i⌧, ⌘) =  (t, x0, i⌧, ⌘ + ⌧rx0 t˜),
e´quation que l’on de´rive par rapport a` la variable ⌧ , et e´valuant en (t˜, x0, ⇣) on obtient :
0 = @⌧ e (t˜, x0, ⇣) = ⇥i@⌧ +rx0 t˜ ·r⌘ ⇤ (t, x0, i⌧ , ⌘ + ⌧rx0 t˜). (3.11)
Or, re´ite´rant les meˆmes arguments que dans [[CG10], proposition 3.5], on peut e´crire :
r⌘ (t, x0, i⌧ , ⌘ + ⌧rx0 t˜) = i [@⌧ r⌘⇥] (t, x0, i⌧ , ⌘ + ⌧rx0 t˜).
Utilisant le fait que par hypothe`se @⌧ (t, x0, i⌧ , ⌘ + ⌧rx0 t˜) 6= 0, l’e´galite´ (3.11) devient :
rx0 t˜ ·r⌘⇥(t, x0, i⌧ , ⌘ + ⌧rx0 t˜) =  1.
En particulier, l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz implique alors que
|rxt˜|   |rx0 t˜|   1VB ,
ce qui est exclus car le couple (1,rxt˜) appartient a` Cres.
Donc l’ensemble ⇤ de´fini en (3.8) ve´rifie, par un argument de connexite´, ⇤ = Cres, ce qui conclut
la de´monstration du lemme 3.4.3.
⇤
3.5 Fin de la de´monstration du the´ore`me 3.3.1.
3.5.1 Le cas re´gulier, u 2 C1(⌦T ).
Graˆce au lemme 3.4.1 on sait que pour tout changement de variable (1,rxt˜) avec |rxt˜| < 1V , le
proble`me aux limites (3.5) est dans la classeWR et que ce dernier ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me
3.2.1.
On veut maintenant travailler sur le proble`me adjoint du proble`me aux limites (3.5) :8<: L
⇤(t, x, @)v = 0 , sur C \ ⌦T ,
C(t, x0)v = 0 , sur C \ @⌦T ,
v = h , sur C \ ⌦T \ E✓,
(3.12)
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ou` l’ope´rateur adjoint L⇤(t, x, @) est donne´ par
L⇤(t, x, @) =  @t  
dX
j=1
Aj(t, x)
t@j  
dX
j=1
@jAj(t, x)
t,
et ou` la condition de bord C(t, x0) est choisie de manie`re a` ve´rifier la de´composition suivante de la
matrice normale :
Ad(t, x
0) = C(t, x0)⇤M(t, x0) +N(t, x0)⇤B(t, x0), (3.13)
pour deux matrices M 2 C1b (@⌦T ,MN p⇥N (R) et N 2 C1b (@⌦T ,Mp⇥N (R).
C’est un re´sultat classique [[BG07] p.29] que le proble`me adjoint (3.12) satisfait les hypothe`ses
3.2.1-3.2.2 et 3.2.3 a` condition que le proble`me ”primal” (3.5) les satisfasse. Il reste donc a` montrer
que le proble`me adjoint (3.12) est dans la classe WR a` condition que le proble`me (3.5) soit dans la
classe WR. C’est une conse´quence imme´diate du lemme suivant [[BG07], chapitre 8].
Lemme 3.5.1 Pour tout ⇣ en dehors de la zone de glancing du proble`me (3.5), E⇤  le sous-espace
stable du proble`me adjoint (3.12) est bien de´fini en (  ¯, ⌘), et la fonction :
 ⇤ : ⇣ 7 !  (  ¯, ⌘), (3.14)
est un de´terminant de Lopatinskii pour le proble`me adjoint (3.12).
D’apre`s le the´ore`me 3.2.1, le proble`me adjoint (3.12) admet une unique solution qui subie une
perte d’une de´rive´e tangentielle. On a donc tous les ingre´dients pour conclure par un argument
d’inte´gration. En e↵et, soit u la solution re´gulie`re du proble`me aux limites (3.4) et v la solution
du proble`me aux limites (3.12) donne´e par le the´ore`me 3.2.1 (applique´ aux donne´es initiales non
nulles, h 2 C1c (E✓))2. On de´finit L✓ l’espace entre E✓ et {t = 0}, alors par dualite´ :Z
L✓
hL(t, x, @)u, vi   hu, L⇤(t, x, @)vi dt dx = 0,
appliquant la formule de Green on en de´duit que :
0 =  
Z
L✓\{t=0}
hu, vi dx 
Z
L✓\{xd=0}
hAd(t, x0)u, vi dt dx0 +
Z
E✓
D⇣
⌫✓0 +A(t, x,~n
✓)
⌘
u, v
E
dt dx(3.15)
ou` ⌫✓ := (⌫✓0 ,~n
✓) est la normale unitaire exte´rieure a` E✓.
Par hypothe`se u|t=0 est nul donc la premie`re inte´grale est nulle. Par de´finition du proble`me
adjoint, on peut de´composer la seconde de la fac¸on suivante (cf. (3.13)) :Z
L✓\{xd=0}
hAd(t, x0)u, vi dt dx0 =
Z
L✓\{xd=0}
hB(t, x0)u,M(t, x0)vi+ hN(t, x0)u,C(t, x0)vi dt dx0.
Encore une fois puisque u est solution de (3.4) et que v est solution de (3.12) on a
B(t, x0)u|xd=0 = C(t, x
0)v|xd=0 = 0.
Ainsi, l’inte´grale pre´ce´dente est nulle et l’e´quation (3.15) se re´duit donc a` :Z
E✓
D⇣
⌫✓0 +A(t, x,~n
✓)
⌘
u, v
E
dt dx = 0,
2Le choix d’une telle donne´e initiale est fait pour ve´rifier la condition de compatibilite´ (3.3) du the´ore`me 3.2.1.
Applique´e au syste`me 3.12, elle s’e´crit
C|E✓h|xd=0 = 0,
et est ve´rifie´e inde´pendamment de C car h 2 C1c (E✓)
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cependant comme v est solution de (3.12) sur E✓ on a l’e´galite´ v = h. La donne´e initiale h 2 C1c (E✓)
e´tant arbitraire sur E✓ cela implique que sur E✓ :⇣
⌫✓0 +A(t, x,~n
✓)
⌘
u = 0.
D’apre`s [BG07], la matrice
 
⌫✓0 +A(t, x,~n
✓)
 
est inversible. Donc pour tout ✓ 2 [0, 1], u|E✓ est nulle.
La solution u e´tant suppose´e re´gulie`re et (E✓)✓2[0,1] e´tant un feuilletage du coˆne C de´fini au
the´ore`me 3.3.1, par continuite´, u = 0 sur C. Ceci conclut la de´monstration du the´ore`me 3.3.1 dans
le cas ou` la solution u est re´gulie`re.
3.5.2 Le cas u 2 C([0, T ] , L2(Rd+)).
On conside`re maintenant le cas ou` la solution u du proble`me aux limites (3.4) est un e´le´ment de
C([0, T ] ;L2(Rd+)). On introduit 'n une approximation de l’identite´.
D’apre`s le the´ore`me 1.2 de [MS11], le proble`me aux limites :8><>:
L(t, x, @)un = (L(t, x, @)u) ⇤ 'n ,
B(t, x0)un|xd=0 = (B(t, x
0)u) ⇤ 'n ,
un|t=0 = 0 ,
(3.16)
admet une unique solution un 2 C1(⌦T ).
Pour " > 0, on de´finit une restriction du coˆne C, note´e C", par la relation :
C" := {(t, x) 2 ⌦T \ |x  x0|  V0(t0   "  t)} .
Pour n assez grand, comme L(t, x, @)u est suppose´e nulle sur C, on peut supposer que le terme
source a` l’inte´rieur (L(t, x, @)u) ⇤ 'n est nul sur C". De la meˆme manie`re, pour n assez grand, le
terme source sur le bord (B(t, x0)u) ⇤ 'n est nul sur C" \ {xd = 0}.
Par conse´quent, d’apre`s le the´ore`me 3.3.1 applique´ aux solutions re´gulie`res, un est nulle sur C"
pour n assez grand. Mais par l’estimation d’e´nergie (3.2), l’e´cart
k(u  un)(t, ·)k2L2(Rd+) .
1
 
kf ⇤ 'n   fk2L2 (⌦T ) +
1
 3
krt,x0(f ⇤ 'n   f)k2L2 (⌦T )
+ kg ⇤ 'n   gk2L2 (@⌦T ) +
1
 2
kr(g ⇤ 'n   g)k2L2 (@⌦T ),
ou` l’on a pose´ f := L(t, x, @)u et g := B(t, x0)u. Par proprie´te´ de la convolution par une approxi-
mation de l’identite´,
lim
n!1 kf ⇤ 'n   fkL2 (⌦T ) = 0, et limn!1 kg ⇤ 'n   gkL2 (@⌦T ) = 0.
Et la relation usuelle @(a⇤ b) = (@a)⇤ b montre que les normes des termes sous les gradients tendent
aussi vers 0. Par conse´quent
lim
n!1 k(u
n   u)(t, ·)kL2(Rd+) = 0,
mais on a de´ja` mentionne´ que pour n assez grand un ⌘ 0 sur C". Par unicite´ de la limite, u = 0 sur
C". Enfin, passant a` la limite pour " tendant vers ze´ro, on obtient que u|C ⌘ 0, ce qui conclut la
de´monstration du the´ore`me 3.3.1 dans le cas non re´gulier.
⇤
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3.6 Optimalite´ de la vitesse maximale de propagation.
On conside`re maintenant un proble`me aux limites de la forme (3.1) mais a` coe cients constants
cette fois, c’est-a`-dire qu’il s’e´crit sous la forme :8<: @tu+
Pd
j=1Aj@ju = f, sur ⌦T ,
Bu|xd=0 = g, sur @⌦T ,
u|t0 = 0, sur Rd+,
(3.17)
avec Aj 2MN⇥N (R) et B 2Mp⇥N (R), des matrices a` coe cients constants. Les objets introduits
dans le paragraphe 3.2, bien que ne de´pendant plus des variables (t, x) garderont les meˆmes nota-
tions dans la suite de ce paragraphe.
On rappelle le the´ore`me suivant, duˆ a` [CG10], qui donne une borne infe´rieure a` la vitesse
maximale de propagation d’un proble`me aux limites a` coe cients constants lorsque ce dernier est
dans la classe WR.
The´ore`me 3.6.1 On suppose qu’il existe V > 0 tel que la proprie´te´ suivante soit ve´rifie´e : si pour
tout R1, R2   0, pour tout x0 2 Rd+ et pour tout x00 2 Rd 1, si les termes sources f et g sont a`
support compact :
supp f ⇢  (t, x) 2 ⌦¯T \ t   0, |x  x0|  R1 ,
supp g ⇢  (t, x0) 2 @⌦T \ t   0, |x0   x00|  R2 ,
alors la solution u 2 L2(⌦T ) du proble`me aux limites (3.1) satisfait :
suppu ⇢  (t, x) 2 ⌦¯T \ t   0, |x  x0|  R1 + V t 
[  (t, x) 2 ⌦¯T \ t   0, |x  (x00, 0)|  R2 + V t .
Alors on a la minoration suivante sur V :
V   max(VCauchy, VBord),
avec VCauchy = max⇠2Sd 1 maxj | j(⇠)| et VBord = max⇣2⌥ |r⌘⇥(⇣)|.
Par conse´quent, si on ”ge`le” les coe cients dans le proble`me aux limites (3.1), on obtient un
proble`me aux limites a` coe cients constants. Appliquant le the´ore`me 3.3.1 qui e´tablit l’existence
d’une vitesse maximale de propagation et en donne une borne supe´rieure et le the´ore`me 3.6.1, on
obtient alors que pour les proble`mes aux limites a` coe cients constants la vitesse maximale de
propagation donne´e par
V0 = max(VCauchy, VBord),
est optimale.
On renvoie a` [CG10] et [Cha72] pour une e´tude de l’e´quation des ondes dans laquelle la vitesse
de propagation VBord est arbitrairement grande. En particulier, la vitesse maximale de propagation
de l’e´quation des ondes peut-eˆtre arbitrairement grande. Elle peut eˆtre notamment supe´rieure a` la
vitesse de propagation du proble`me de Cauchy VCauchy.
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Chapitre 4
Proble`me a` coin et conditions de bord
strictement dissipatives.
Par proble`me a` coin, on entend avant tout la donne´e d’un ope´rateur hyperbolique. Cependant, ce
dernier ne se retrouve plus pose´ dans un demi-espace comme cela e´tait le cas dans les chapitres
pre´ce´dents, mais dans un quart d’espace. Ainsi, il faut, pour re´soudre ce proble`me, ajouter une
condition de bord sur la seconde face du domaine. Dans ce chapitre, on s’inte´re`sse a` des proble`mes
a` coin globaux en temps. De tels proble`mes s’e´crivent sous la forme :8<: L(@)u := @tu+A1@1u+A2@2u+
Pd
j=3Aj@ju = f, sur ⌦,
B1u|x1=0 = g1, sur @⌦1,
B2u|x2=0 = g2, sur @⌦2,
(4.1)
ou` les coe cients Aj de l’ope´rateur hyperbolique L(@) sont des matrices de MN⇥N (R), les matrices
des conditions de bord B1 et B2 sont respectivement dans Mp1⇥N (R) et Mp2⇥N (R) (les valeurs des
entiers p1 et p2 seront rendues explicites dans la de´finition 4.1.1), et ou` l’on a pose´ :
⌦ :=
n
(t, x) = (t, x1, x2, x
0) 2 R⇥ R+ ⇥ R+ ⇥ Rd 2
o
, (4.2)
@⌦1 := ⌦ \ {x1 = 0} , et @⌦2 := ⌦ \ {x2 = 0} . (4.3)
4.1 Description du proble`me.
Le but de ce chapitre est de de´montrer le caracte`re fortement bien pose´ d’une classe particulie`re
de proble`mes a` coin. Plus pre´cise´ment, on va de´montrer le caracte`re fortement bien pose´ des
proble`mes a` coin syme´triques qui admettent des conditions de bord strictement dissipatives. Une
e´tude du cas ge´ne´ral, c’est-a`-dire lorsque les conditions de bord ve´rifient seulement la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces sera faite au chapitre 5.
L’une des raisons pour laquelle on a d’abord choisi de travailler dans cette classe de proble`mes
particulie`re est que comme on va le voir, la de´monstration du caracte`re bien pose´ sera beaucoup
plus simple que dans le cas ge´ne´ral. On a donc trouve´ que l’e´tude de ces proble`mes particuliers e´tait
une bonne entre´e en matie`re. De plus, le premier point de la de´monstration du caracte`re fortement
bien pose´ dans le cas ge´ne´ral sera de se ramener a` un terme source a` l’inte´rieur nul en utilisant le
caracte`re fortement bien pose´ des proble`mes a` coin syme´triques a` condition de bord strictement
dissipatives. Ainsi, le cas ge´ne´ral ne´cessite pour sa re´solution l’e´tude du cas strictement dissipatif.
Toutefois, la classe des proble`mes a` coin syme´triques a` condition de bord strictement dissipatives
est une classe inte´ressante a` e´tudier en soi. En e↵et, d’une part, de nombreux ope´rateurs hyper-
boliques issus de la physique (par exemple, l’e´quation des ondes, l’e´quation d’Euler, l’e´quation de
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Maxwell ...) sont des ope´rateurs syme´triques. Et d’autre part, imposer des conditions de bords
strictement dissipatives revient a` demander que l’e´nergie soit dissipe´e lorsqu’un rayon est re´fle´chi
sur le bord du domaine. Ainsi, de telles conditions ont un sens physique.
On peut aussi insister sur le fait que tout ope´rateur hyperbolique syme´trique admet des con-
ditions de bords strictement dissipatives. Donc pour un ope´rateur hyperbolique syme´trique fixe´,
la classe des conditions de bord admissibles pour en faire un proble`me syme´trique a` conditions de
bord strictement dissipatives n’est jamais vide.
Enfin, contrairement a` la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, il est facile de de´terminer les
conditions de bord qui sont strictement dissipatives pour un ope´rateur hyperbolique syme´trique fixe´.
Le plan de ce chapitre est le suivant. Apre`s avoir e´nonce´ les hypothe`ses sous lesquelles on
de´montrera le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me (4.1), la de´monstration se de´roulera en
trois temps.
Dans le premier, on e´tablira une estimation d’e´nergie a priori pour le proble`me (4.1). Comme
on le verra, le caracte`re strictement dissipatif des conditions de bord permettra d’e´tablir cette
estimation a` moindre couˆt.
Puis, on de´montrera l’existence d’une solution faible pour le proble`me (4.1) en utilisant des
arguments d’analyse fonctionelle et en introduisant un proble`me dual pour le proble`me (4.1). Le
fait que le proble`me dual du proble`me (4.1) ve´rifie les proprie´te´s ne´cessaires pour conclure sera aussi
une conse´quence du fait que le proble`me (4.1) se trouve dans la classe des proble`mes syme´triques a`
conditions de bord strictement dissipatives.
Enfin, l’unicite´ de la solution faible proviendra d’un lemme de type ”fort=faible”. On reprendra
ici le re´sultat de [Sar62].
La de´monstration que l’on propose ici di↵e`re de celles de [HT14b] et [HT14a]. En e↵et dans
ces deux articles, les auteurs se placent dans un rectangle et supposent que la matrice A 11 A2 n’a
pas de bloc de Jordan. Ensuite ils construisent des conditions de bords particulie`res pour lesquelles
ils montrent que le proble`me aux limites (4.1), homoge`nes sur les bords de ⌦ mais pour lequel la
variable temporelle vit dans [0,+1[ ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me de Hille-Yosida. L’avantage
d’utiliser le the´ore`me de Hille-Yosida est alors que la solution s’exprime alors comme l’application
d’un semi-groupe de contraction aux termes sources du proble`me.
D’un autre point de vue, dans [Hua0], l’auteur sous l’hypothe`se selon laquelle A 11 A2 n’a que des
valeurs propres re´elles et aucun bloc de Jordan, utilise des techniques de re´gulatisation elliptique
sur l’e´quation stationnaire (et donc des techniques tre`s proches des celles mises en oeuvre pour
appliquer le the´ore`me de Hille-Yosida). L’auteur montre alors l’existence d’une solution pour le
proble`me a` coin avec condition initiale non homoge`ne pour toute les conditions de bord qui sont
strictement dissipatives. Cependant, l’unicite´ de la solution n’est pas e´vidente en dehors du cas ou`
les deux matrices A1 et A2 commutent.
La raison pour laquelle on a choisi de suivre un sche´ma de de´monstration di↵e´rent est que dans
le cadre ge´ne´ral pour lequel les conditions de bord ne sont plus strictement dissipatives, on ne peut
plus appliquer le the´ore`me de Hille-Yosida. De meˆme, les techniques de re´gularisation elliptique ne
semblent pas e´videntes a` adapter. C’est donc le sche´ma de preuve de´crit dans ce chapitre que l’on
utilisera. Ainsi de´crire avec pre´cision ce sche´ma de preuve nous a semble´ eˆtre une bonne entre´e en
matie`re pour le chapitre suivant. De plus, comme dans [HT14a] et [Hua0] se placera aussi sous une
hypothe`se sur la matrice A 11 A2, voir hypothe`se 4.1.2, qui sera un peu plus faible que celles utilise´es
dans leurs articles.
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4.1.1 Hypothe`ses et de´finitions.
Comme indique´ dans la description du proble`me, on se restreint ici a` une classe particulie`re de
proble`me a` coin.
On commence par faire l’hypothe`se, assez classique, suivante sur les coe cients de l’ope´rateur
L(@) :
Hypothe`se 4.1.1 Le proble`me a` coin (4.1) est suppose´ syme´trique, c’est-a`-dire que les matrices
Aj sont syme´triques.
Le proble`me a` coin (4.1) est suppose´ non caracte´ristique pour chacune des faces du domaine ⌦,
c’est-a`-dire que les matrices A1 et A2 sont inversibles.
On rappelle qu’un ope´rateur syme´trique est hyperbolique. L’hypothe`se de syme´trie sur les coe -
cients de L(@) sera la seule hypothe`se d’hyperbolicite´ que l’on utilisera dans ce chapitre.
On pre´cise dans la de´finition suivante ce que l’on entend par strictement dissipatif pour une
condition de bord.
De´finition 4.1.1 Pour i = 1, 2, la matrice de bord Bi est qualifie´e de strictement dissipative pour
la face @⌦i du proble`me a` coin 4.1 si elle ve´rifie les trois proprie´te´s suivantes :
i) 8u 2 kerBi, u 6= 0, hAiu, ui < 0.
ii) kerBi est maximal (au sens de l’inclusion) pour la proprie´te´ i).
iii) La matrice Bi est surjective de RN dans Rpi ou` pi est le nombre de valeurs propres positives
de Ai.
On a mentionne´ dans l’introduction qu’un proble`me a` coin syme´trique admettait toujours
des conditions de bords strictement dissipatives. En e↵et, pour un ope´rateur L(@) fixe´, d’apre`s
l’hypothe`se de syme´trie des matrices Aj , l’ope´rateur L(@) est hyperbolique. En particulier, les ma-
trices A1 et A2 sont diagonalisables a` valeurs propres re´elles. De plus, d’apre`s l’hypothe`se (4.1.1),
la matrice A1 (resp. A2) admet p1 (resp. p2) valeurs propres positives et N   p1 (resp. N   p2)
valeurs propres ne´gatives.
On note E1 (resp. E2) le sous-espace propre engendre´ par les N   p1 ( resp. N   p2) vecteurs
propres associe´s a` une valeur propre ne´gative. Alors pour tout v 2 Ei, il est clair que
v 6= 0) hAiv, vi < 0.
Il su t alors de choisir deux matrices B1 et B2, surjectives dans Rp1 et Rp2 telles que
kerB1 = E1, et kerB2 = E2.
On rappelle aussi au passage que si la matrice Bi est strictement dissipative pour la face @⌦i
alors elle ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (on renvoie a` [BG07] paragraphe 4.3.4
pour une de´monstration de ce re´sultat). Cependant, la re´ciproque de ce re´sultat n’est pas vraie
comme le montre l’exemple du sous-paragraphe 2.5.3.
Dans la suite de ce chapitre, on utilisera aussi la formulation e´quivalente suivante de la stricte
dissipativite´ :
Proposition 4.1.1 La matrice de bord Bi est strictement dissipative pour la face @⌦i, si et seule-
ment si, il existe deux constantes ci, Ci > 0 telles que :
8u 2 RN , ci|u|2 + hAiu, ui  Ci|Biu|2.
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De´monstration : Cette de´monstration est tire´e de [BG07] lemme 3.3.
On proce`de par l’absurde. Soit une suite (un)n2N 2 RN telle que pour tout n 2 N, |un| = 1 et
|Bun|2 < 1
n2
+
1
n
hAiun, uni. (4.4)
Par compacite´ de la sphe`re unite´, on peut supposer que la suite un converge vers un vecteur u tel
que |u| = 1. Passant a` la limite dans l’e´quation (4.4), on obtient d’une part u 2 kerB et d’autre
part hAiu, ui   0, ce qui contredit l’hypothe`se de stricte dissipativite´ de Bi
⇤
Pour appliquer le lemme ”fort=faible” de [Sar62], on aura besoin de supposer que l’hypothe`se
suivante est satisfaite. Plus de commentaires sur cette hypothe`se et sur le re´sultat de [Sar62] seront
faits a` la fin de ce chapitre.
Hypothe`se 4.1.2 Les valeurs propres re´elles de la matrice A 11 A2 associe´es a` des blocs de Jordan
sont ne´gatives.
Enfin en conclusion de ce sous-paragraphe, on introduit les espaces a` poids dans lesquels les
estimations d’e´nergie seront e´tablies. Pour X un espace de Banach (dans la suite de ce chapitre X
pourra eˆtre l’espace ⌦ ou l’une de ses faces @⌦1 ou @⌦2), on pose
L2 (X) :=
 
u 2 D0(X) \ e  tu 2 L2(X) , (4.5)
que l’on munit de la norme a` poids :
k · kL2 (X) := ke  t · kL2(X).
4.2 Re´sultat principal.
Le the´ore`me principal pour les proble`mes a` coin syme´triques admettant des conditions de bords
strictement dissipatives est le suivant :
The´ore`me 4.2.1 Si le proble`me a` coin (4.1) ve´rifie les hypothe`ses 4.1.1 et 4.1.2 et s’il admet des
conditions de bord B1 et B2 strictement dissipatives au sens de la de´finition 4.1.1, alors, pour tout
  > 0, pour tout terme source a` l’inte´rieur f 2 L2 (⌦) et pour tout couple de termes sources sur le
bord (g1, g2) 2 L2 (@⌦1) ⇥ L2 (@⌦2), il existe une unique solution du proble`me (4.1), u 2 L2 (⌦T ) a`
traces u|x1=0 2 L2 (@⌦1) et u|x2=0 2 L2 (@⌦2). De plus, la solution u ve´rifie l’estimation d’e´nergie
suivante :
 kuk2L2 (⌦) + ku|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ ku|x2=0k2L2 (@⌦2) (4.6)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
,
ou` C est une constante inde´pendante du parame`tre  .
La de´monstration de ce re´sultat occupera la fin de ce chapitre. On commence par de´montrer
l’estimation d’e´nergie a priori.
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4.2.1 L’estimation d’e´nergie a priori.
On commence par de´montrer la proposition suivante qui, bien que de de´monstration plus que
classique, constitue la cle´ de vouˆte de la de´monstration du the´ore`me 4.2.1.
Proposition 4.2.1 Soit   > 0. Alors toute solution assez re´gulie`re u du proble`me a` coin (4.1)
ve´rifie l’estimation d’e´nergie (4.6).
De´monstration : Soit u une solution re´gulie`re du proble`me a` coin (4.1). On note bu la tranforme´e
de Laplace en temps et la transforme´e de Fourier dans la variable x0 de u. bu ve´rifie le proble`me a`
coin : 8<: A1@1bu+A2@2bu+R(⌧, ⌘)bu =
bf, sur ⌦,
B1bu|x1=0 = bg1, sur @⌦1,
B2bu|x2=0 = bg2, sur @⌦2, (4.7)
ou` pour   :=   + i⌧ , avec   > 0, ⌧ 2 R et ⌘ := (⌘3, ..., ⌘d) 2 Rd 2 on a pose´ :
R( , ⌘) :=
0@  + i dX
j=3
⌘jAj
1A .
On prend ensuite le produit scalaire dans CN de l’e´quation d’e´volution de (4.7) avec bu puis on
inte`gre sur R2+ dans les variables x1 et x2. Utilisant la syme´trie des matrices Aj , on obtient :
2 
Z
R2+
|bu|2 dx1 dx2   2X
j=1
Z 1
0
D
Ajbu|xj=0, bu|xj=0E dx3 j = 2Re Z
R2+
D bf, buE dx1 dx2. (4.8)
Appliquant l’ine´galite´ de Young au membre de droite de (4.8), on obtient :
 
Z
R2+
|bu|2 dx1 dx2   2X
j=1
Z 1
0
D
Ajbu|xj=0, bu|xj=0E dx3 j  1 
Z
R2+
| bf |2 dx1 dx2. (4.9)
On applique ensuite la caracte´risation d’une condition de bord strictement dissipative de la propo-
sition 4.1.1 ; ainsi, pour i 2 {1, 2}, il existe deux constantes positives ci et Ci telles que :
ci|u|xi=0|2 +
⌦
Aiu|xi=0, u|xi=0
↵  Ci|Biu|xi=0|2,
donc
 
Z
R2+
|bu|2 dx1 dx2 + Z 1
0
|bu|x1=0| dx2 + Z 1
0
|bu|x2=0| dx1
 C
 
1
 
Z
R2+
| bf |2 dx1 dx2 + Z 1
0
|bg1| dx2 + Z 1
0
|bg2| dx1! .
On inte`gre ensuite par rapport a` la variable de Fourier ⌘ et par rapport a` la partie imaginaire de la
variable de Laplace ⌧ . D’apre`s la formule de Plancherel, on obtient :
 kuk2L2 (⌦) + ku|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ ku|x2=0k2L2 (@⌦2)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
.
⇤
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4.2.2 Existence d’une solution faible pour le proble`me (4.1).
Le proble`me dual.
De´finition 4.2.1 Le proble`me a` coin,8<:
L⇤(@)v = f, sur ⌦,
C1v|x1=0 = g1, sur @⌦1,
C2v|x2=0 = g2, sur @⌦2,
(4.10)
est appelle´ proble`me dual du proble`me a` coin (4.1) si pour toutes fonctions re´gulie`res u et v on a la
formule de dualite´ :
hL(@)u, vi   hu, L⇤(@)vi =  
2X
i=1
⌦
Niu|xi=0, Civ|xi=0
↵
+
⌦
Biu|xi=0,Miv|xi=0
↵
,
ou` les matrices Ni, Ci 2MN pi⇥N (R) et Mi 2Mpi⇥N (R) qui apparaissent dans le membre de droite
sont telles que l’on ait la de´composition suivante :
Ai = C
T
i Ni +M
T
i Bi. (4.11)
Proposition 4.2.2 On pose
L⇤(@) :=  @t  
dX
j=1
Aj@j =  L(@).
Alors il existe des matrices Ci, Ni 2MN pi⇥N (R) et Mi 2Mpi⇥N (R), telles que le proble`me a` coin
(4.10) soit un proble`me dual pour le proble`me a` coin (4.1).
De plus, les Ci sont caracte´rise´es par
kerCi = (Ai kerBi)
? , (4.12)
et les Ni sont surjectives et ve´rifient
kerBi \ kerNi = kerAi = {0} .
De´monstration : On peut consulter le paragraphe 4.4 de [BG07] pour une de´monstration de ce
re´sultat.
⇤
Proprie´te´s du proble`me dual dans le cas d’un proble`me syme´trique strictement dissi-
patif.
The´ore`me 4.2.2 On suppose que le proble`me a` coin (4.1) ve´rifie les hypothe`ses 4.1.1-4.1.2 et qu’il
admet des conditions de bord strictement dissipatives. Alors pour tout choix de matrices C1 et C2
ve´rifiant (4.12), le proble`me dual associe´ de´fini par (4.10) ve´rifie les hypothe`ses 4.1.1-4.1.2 et admet
aussi des conditions de bord strictement dissipatives.
De´monstration : Le fait que le proble`me a` coin dual (4.10) satisfasse les hypothe`ses 4.1.1-4.1.2
est une conse´quence directe de la de´finition de L⇤(@). On se concentre donc juste ici sur le caracte`re
dissipatif de ses conditions de bords. Puisque l’ope´rateur dual L⇤(@) est donne´ par L⇤(@) =  L(@),
on doit montrer que :
8v 2 kerCi \ {0} , hAiv, vi > 0.
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Pour ce faire on adapte tre`s le´ge`rement une de´monstration de [LP60] du cas dissipatif au cas
strictement dissipatif. Par l’absurde, on suppose qu’il existe v 2 kerCi \ {0}, tel que
hAiv, vi  0.
Alors pour tout u 2 kerBi et pour tout   2 R on a :
hAi(u+  v), (u+  v)i = hAiu, ui+ 2 hAiu, vi+  2hAiv, vi < 0.
En e↵et, le terme hAiu, vi est nul d’apre`s (4.12). Par hypothe`se, le premier terme est strictement
ne´gatif, le dernier ne´gatif ou nul.
Puisque l’on a suppose´ kerBi maximal pour la proprie´te´ hAi ·, ·i < 0, il vient que kerBi +
vect {v} ⇢ kerBi, c’est-a`-dire que v 2 kerBi. Or d’apre`s la de´composition (4.11), on a alors
Aiv = C⇤i Niv et par conse´quent,
hAiv, vi = hNiv, Civi = 0,
car v 2 kerCi. Donc le proble`me aux limites primal n’est pas strictement dissipatif, d’ou` la contra-
diction recherche´e.
⇤
Solution faible, de´finitions et existence.
Dans tout ce qui suit pour   2 R, on notera H l’espace de Hilbert produit de´fini par
H  := L2 (⌦)⇥ L2 (@⌦1)⇥ L2 (@⌦2), (4.13)
et muni de la norme du produit :
k(u, u¯1, u¯2)k2H  := kuk2L2 (⌦) + ku¯
1k2L2 (@⌦1) + ku¯
2k2L2 (@⌦2). (4.14)
De´finition 4.2.2 Soit U = (u, u¯1, u¯2) 2 H  et f 2 L2 (⌦). On dit que U est une solution faible de
l’e´quation L(@)u = f si pour toute fonction v 2 H1  (⌦) on a la relation :
hf, viL2(⌦)   hu, L⇤(@)viL2(⌦) =  hA1u¯1, v|x1=0iL2(@⌦1)   hA2u¯2, v|x2=0iL2(@⌦2)
De´finition 4.2.3 Soit U = (u, u¯1, u¯2) 2 H , f 2 L2 (⌦) et (g1, g2) 2 L2 (@⌦1) ⇥ L2 (@⌦2). On dit
que U est une solution faible du proble`me a` coin (4.1) si U est une solution faible de L(@)u = f au
sens de la de´finition 4.2.2 et si de surcroˆıt (u¯1, u¯2) ve´rifie :⇢
B1u¯1 = g1,
B2u¯2 = g2.
Il est clair au vu des de´finitions qu’une solution faible du proble`me a` coin (4.1) de trace dans
L2 (@⌦1)⇥ L2 (@⌦2) est une solution faible de l’e´quation L(@)u = f .
Le the´ore`me suivant qui montre que le proble`me a` coin (4.1) admet des solutions faibles suit les
travaux de Sarason [Sar62]. Ces travaux di↵e`rent des pre´ce´dents re´sultats (cf. [LP60]-[Fri58]-[Fri54])
pour le proble`me aux limites standard. En e↵et, pour construire une solution faible du proble`me
aux limites standard on cherche une solution faible de l’e´quation L(@)u = f sans se soucier de la
re´gularite´ de sa trace sur le bord du domaine. La re´gularite´ de la trace est alors obtenue en utilisant
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le fait que l’on peut toujours re´gulariser la solution faible et sa trace (sans changer la valeur de
cette trace) en re´gularisant seulement dans les variables tangentielles. On obtient alors une solution
forte (la re´gularite´ par rapport a` la variable normale e´tant automatiquement donne´e par l’e´quation
d’e´volution) dont la trace sur le bord du domaine a bien un sens.
Cette technique semble di cile a` adapter au cas du proble`me a` coin car pour obtenir assez de
re´gularite´ sur la solution on doit re´gulariser dans l’une des variables normales et on change ainsi
la valeur de l’une des traces. C’est pourquoi, on cherche une solution faible avec des traces dans
L2 (@⌦) et l’on conclut ensuite par un lemme ”fort=faible” dont la de´monstration est plus longue
et technique que dans le cas du demi-espace.
The´ore`me 4.2.3 Soit f 2 L2 (⌦), (g1, g2) un couple de L2 (@⌦1) ⇥ L2 (@⌦1). On suppose que
le proble`me a` coin (4.1) ve´rifie les hypothe`ses 4.1.1-4.1.2 et qu’il admet des conditions de bord
strictement dissipatives ; alors (4.1) admet une solution faible U 2 H .
De´monstration : La de´monstration de ce re´sultat se base sur les ide´es de [BG07] paragraphe 4.5.3
et de [Sar62].
On introduit l’ensemble
X   :=
  
L⇤(@)v, C1v|x1=0, C2v|x2=0
 
avec v 2 H1  
 
:=
 L⇤v avec v 2 H1   .
D’apre`s le the´ore`me 4.2.2, le proble`me a` coin dual de (4.1) ve´rifie les hypothe`ses 4.1.1-4.1.2 et
admet des conditions de bord strictement dissipatives. En vertu de la proposition 4.2.1, les solutions
re´gulie`res v du proble`me dual ve´rifient l’estimation d’e´nergie a priori :
kvkH    C kL⇤vkH   . (4.15)
Soit (f, g1, g2) 2 H  on de´finit la forme line´aire ` : X   ! R :
`(L⇤v) := hf, viL2(⌦) + hM1v|x1=0, g1iL2(@⌦1) + hM2v|x2=0, g2iL2(@⌦2),
ou` les deux derniers produits scalaires sont des produits scalaires entre vecteurs de taille p1 et p2
respectivement.
D’apre`s l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz et l’ine´galite´ de Young on obtient :
|`(L⇤v)|  kfkL2 (⌦)kvkL2  (⌦) + c1kg1kL2 (@⌦1)kv|x1=0kL2  (@⌦1) + c2kg2kL2 (@⌦2)kv|x2=0kL2  (@⌦2)
 C kvkH   .
L’estimation (4.15) permet alors de conclure que
|`(L⇤v)|  CkL⇤vkH   .
Ainsi, d’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, ` se prolonge par continuite´ a` H   et d’apre`s le
the´ore`me de repre´sentation de Riesz, il existe un e´le´ment U = (u, u1, u2) 2 H  tel que pour tout
L⇤v de H   :
`(L⇤v) = hu, L⇤(@)viL2(⌦) + hu1, C1v|x1=0iL2(@⌦1) + hu2, C2v|x2=0iL2(@⌦2). (4.16)
En injectant la de´finition de `(L⇤v) dans l’e´quation (4.16), on voit que U satisfait :
hf, viL2(⌦)   hu, L⇤(@)viL2(⌦) =   hg1,M1v|x1=0i+ hu1, C1v|x1=0i
  hg2,M2v|x2=0i+ hu2, C2v|x2=0i,
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e´quation dans laquelle on va modifier les e´le´ments du bord u1 et u2 en un certain couple (u¯1, u¯2) de
manie`re a` forcer l’apparition des termes hA1u¯1, v|x1=0i et hA2u¯2, v|x2=0i dans le membre de droite.
Ceci permettra de montrer que U := (u, u¯1, u¯2) est une solution faible de L(@)u = f .
On rappelle la de´composition (4.11) :
8i 2 {1, 2}, Ai = CTi Ni +MTi Bi.
Les matrices Ni et Bi e´tant surjectives on peut trouver eui et hi deux e´le´ments de L2 (@⌦i,RN ) tels
que :
  hgi,Miv|xi=0i+ hui, Civ|xi=0i = h(CTi Nieui  MTi Bihi), v|xi=0i.
Donc le triplet U := (u, u¯1, u¯2) ou`
8i 2 {1, 2}, u¯i := A 1i (MTi Bihi   CTi Nieui), (4.17)
est par construction une solution faible de L(@)u = f .
Pour conclure la de´monstration et montrer que U = (u, u¯1, u¯2) est en fait une solution faible du
proble`me a` coin (4.1) il su t donc au vu de la de´finition 4.2.3 de montrer que u¯1 et u¯2 ve´rifient les
conditions de bords.
On calcule :
Biu¯
i =  BiA 1i CTi Nieui +BiA 1i MTi Bihi. (4.18)
Or BiA
 1
i C
T
i Ni = 0. En e↵et, utilisant les proprie´te´s des Ni (cf. proposition 4.2.2), on sait que
kerBi   kerNi = CN .
Soit u 2 kerBi, on a d’apre`s la de´composition de Ai :
BiA
 1
i C
T
i Niu = BiA
 1
i
 
Ai  MTi Bi
 
u = Biu BiA 1i MTi Biu = 0.
On montre ensuite que BiA
 1
i M
T
i Bi = Bi. Il su t de le montrer sur kerNi. Soit u 2 kerNi, on a
cette fois :
BiA
 1
i M
T
i Biu = BiA
 1
i
 
Ai   CTi Ni
 
u = Biu.
Par conse´quent, l’e´quation (4.18) devient :
Biu¯
i = Bihi = gi. (4.19)
Ainsi U est une solution faible du proble`me a` coin (4.1).
⇤
Afin de finir de de´montrer le the´ore`me 4.2.1, maintenant que l’existence d’une solution faible est
de´montre´e, il ne reste plus qu’a` e´tablir l’unicite´ de cette solution faible et a` montrer qu’elle ve´rifie
l’estimation d’e´nergie a priori. La fin de la de´monstration passe par le the´ore`me ”fort=faible”
suivant.
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4.2.3 The´ore`me ”fort=faible”.
De´finition 4.2.4 Soit f 2 L2 (⌦) et U = (u, u¯1, u¯2) 2 H . Alors, U est une solution forte de
L(@)u = f si il existe une suite de fonctions (un)n2N ⇢ H1 (⌦) telle que :
lim
n!1 kU   (u
n, un|x1=0, u
n
|x2=0)k2H  + kL(@)un   fk2L2 (⌦) = 0.
Il est clair que si U est une solution forte de l’e´quation L(@)u = f alors c’est une solution faible.
La re´ciproque de ce re´sultat est fournie par le the´ore`me suivant dont on rappelle l’e´nonce´ tel qu’il
apparait dans [Sar62]. Les hypothe`ses de [Sar62] sont les suivantes :
Soit ⌦ un domaine de frontie`re @⌦ re´gulie`re par morceaux. On conside`re l’ope´rateur
L := A1@1 +A2@2 + C, sur ⌦.
ou` les Ai et C sont des matrices carre´es de taille N , ces dernie`res pouvant e´ventuellement de´pendre
de la variable d’espace x. On suppose alors dans ce cas que les Aj sont de re´gularite´ C1(⌦) et que
C est de re´gularite´ C0(⌦). On impose les conditions suivantes aux coins de ⌦ :
i) Il existe une combinaison line´aire de A1 et de A2 qui n’est pas singulie`re. Par simplicite´ on
supposera qu’au voisinage du coin conside´re´ L peut s’e´crire sous la forme :
L = @1 +A@2 + C.
ii) Soit (x1, x2) un coin de ⌦ et   une valeur propre re´elle de A correspondant a` un sous-espace
propre non simple, alors la caracte´ristique
 
(x1, x2) 2 R2 \ x2   x2 =  (x1   x1)
 
est en dehors de
⌦.
iii) Au voisinage des coins de ⌦ l’ope´rateur L ne change pas de type au sens ou` les valeurs
propres de A ne changent pas de type (une valeur propre re´elle reste re´elle et sa multiplicite´ ne
change pas).
Dans notre cas d’e´tude, les matrices Aj sont constantes ainsi A := A
 1
1 A2 permet de ve´rifier le
point i). Le point iii) est aussi automatiquement ve´rifie´ car A est une matrice constante. Enfin, le
point ii) est assure´ graˆce au fait que les valeurs propres re´elles de la matrice A 11 A2 associe´es a` des
blocs de Jordan sont strictement ne´gatives d’apre`s l’hypothe`se 4.1.2.
Graˆce a` l’hypothe`se 4.1.2, on peut donc appliquer le the´ore`me de Sarason [Sar62] a` notre cadre
d’e´tude :
The´ore`me 4.2.4 (Sarason) [Sar62] Soit f 2 L2 (⌦). Si l’e´quation L(@)u = f admet une solution
faible U = (u, u¯1, u¯2) 2 H , alors U est une solution forte de l’e´quation L(@)u = f .
De´monstration : On renvoie a` [Sar62] p.249-273 pour une de´monstration de ce re´sultat.
⇤
Remarque L’hypothe`se 4.1.2 est donc utilise´e pour pouvoir appliquer ce the´ore`me ”fort=faible”
et c’est le seul endroit ou` on l’utilise dans cette analyse. Plusieurs commentaires sur cette hypothe`se
et plus particulie`rement sur le fait d’utiliser le the´ore`me de Sarason pour conclure sont faits dans
le paragraphe 5.6.1.
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4.2.4 Unicite´ de la solution faible du proble`me (4.1).
D’apre`s le the´ore`me 4.2.3, on sait qu’il existe U = (u, u¯1, u¯2) 2 H  , une solution faible du proble`me
a` coin (4.1), en particulier c’est une solution faible de l’e´quation L(@)u = f . D’apre`s le the´ore`me
4.2.4, U est une solution forte de l’e´quation L(@)u = f , donc il existe (un)n2N ⇢ H1 (⌦) telle que :
lim
n!1 kU   (u
n, un|x1=0, u
n
|x2=0)k2H  + kL(@)un   fk2L2 (⌦) = 0. (4.20)
Or (un)n2N est une suite de solutions re´gulie`res, d’apre`s la proposition 4.2.1 elle ve´rifie l’estimation
d’e´nergie :
 kunk2L2 (⌦) + ku
n
|x1=0k2L2 (@⌦1) + ku
n
|x2=0k2L2 (@⌦2)  C
✓
1
 
kL(@)unk2L2 (⌦) (4.21)
+ kB1un|x1=0k2L2 (@⌦1) + kB2u
n
|x2=0k2L2 (@⌦2)
⌘
.
On peut donc e´valuer par l’ine´galite´ triangulaire :
 kuk2L2 (⌦) + ku¯
1k2L2 (@⌦1) + ku¯
2k2L2 (@⌦2)  C
✓
1
 
kL(@)unk2L2 (⌦) (4.22)
+ kB1un|x1=0k2L2 (@⌦1) + kB2u
n
|x2=0k2L2 (@⌦2)
+ C kU   (un, un|x1=0, un|x2=0)k2H 
⌘
.
On prend ensuite la limite pour n grand, en utilisant l’e´quation (4.20), il vient :
 kuk2L2 (⌦) + ku¯
1k2L2 (@⌦1) + ku¯
2k2L2 (@⌦2)  C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦)
+ kB1u¯1k2L2 (@⌦1) + kB2u¯
2k2L2 (@⌦2)
⌘
.
On conclut en utilisant le fait que U est une solution faible du proble`me a` coin (4.1) donc u¯1 (resp.
u¯2) ve´rifie B1u¯1 = g1 (resp. B2u¯2 = g2). D’ou` le fait que la solution faible U ve´rifie l’estimation
d’e´nergie :
 kuk2L2 (⌦) + ku¯
1k2L2 (@⌦1) + ku¯
2k2L2 (@⌦2)  C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
. (4.23)
Utilisant la line´arite´ du proble`me a` coin (4.1), une fois l’estimation d’e´nergie (4.23) pour la solution
faible e´tablie l’unicite´ de la solution faible est imme´diate. Ceci conclut la de´monstration du the´ore`me
4.2.1.
82 CHAPITRE 4. PROBLE`ME A` COIN STRICTEMENT DISSIPATIF.
Chapitre 5
Proble`me a` coin dans le cadre ge´ne´ral
et condition d’Osher.
5.1 Description du proble`me
Dans ce chapitre on conside`re comme au chapitre pre´ce´dent un proble`me a` coin qui s’e´crit sous la
forme (4.1), mais pour lequel les conditions de bord ne sont plus strictement dissipatives.
On supposera donc dans ce chapitre que le proble`me a` coin sur lequel on travaille ve´rifie la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces du domaine. On rappelle que cette
condition est ne´cessaire et su sante pour que le proble`me aux limites standard soit fortement
bien pose´. Sans grande surprise, on montrera qu’une condition ne´cessaire pour que le proble`me a`
coin soit fortement bien pose´ est que chaque face ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Le but de ce chapitre est de donner un ensembles de conditions su santes (que l’on espe`re aussi
eˆtre ne´cessaires) pour que le proble`me a` coin soit fortement bien pose´ et ainsi e´tablir un the´ore`me
”analogue” a` celui de Kreiss [Kre70] pour le cas du demi-espace.
L’e´tude suivante est tre`s inspire´e des travaux d’Osher [Osh73]-[Osh74b] sur le sujet, et plus
particulie`rement de [Osh73] dans lequel l’auteur montre une estimation d’e´nergie a priori pour les
solutions du proble`me a` coin en introduisant un syme´triseur ”de type Kreiss”. La construction de ce
syme´triseur est rendue possible graˆce a` une nouvelle condition, la condition au coin. Cette condition,
qui sera de´crite pre´cise´ment dans le sous-paragraphe 5.3.2, est une relation de compatibilite´ entre les
traces de la solution du proble`me a` coin. Plus pre´cise´ment, la condition au coin impose l’inversibilite´
d’un ope´rateur qui donne la di↵e´rence entre la trace de la solution sur un bord et le re´sultat obtenu
apre`s reflexion de cette trace sur l’autre face du domaine.
Cependant, meˆme sous cette nouvelle condition, l’estimation d’e´nergie de´montre´e dans [Osh73]
est une estimation avec un nombre de pertes de de´rive´es qui n’est pas explicite. Cette estima-
tion est donc insu sante en l’e´tat pour conclure au caracte`re fortement bien pose´. Ces pertes de
re´gularite´ entre les donne´es et la solution compliquent de plus le passage aux coe cients variables.
Enfin, dans [Osh73] aucun re´sultat sur l’existence d’une solution faible, ni de son unicite´ n’est donne´.
Dans ce chapitre on a donc essaye´, d’e´tablir une estimation d’e´nergie a priori sans pertes. Pour
cela, on a suivi la me´thode d’Osher et par conse´quent on se place aussi sous la condition au coin.
On a re´ite´re´ la construction du syme´triseur d’Osher, cette dernie`re sera de´crite au paragraphe 5.5
dans un souci de comple´tude de la de´monstration. Un des apports de ce travail par rapport a` celui
de [Osh73] est d’avoir identifie´ une condition su sante sous laquelle l’estimation d’e´nergie que l’on
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obtient est sans pertes. On ne sait pas, a` l’heure actuelle, si cette condition est automatiquement
satisfaite mais on donne un argument allant dans ce sens au paragraphe 5.5.3.
5.2 Notations et re´sultats pre´liminaires.
Les notations pour le quart d’espace et ses faces sont les meˆmes qu’au chapitre 4 (cf. (4.1) et (4.2)).
De meˆme les espaces a` poids dans lesquels seront de´montre´es les estimations d’e´nergie sont les
meˆmes qu’au chapitre quatre (cf. (4.5)).
Comme au chapitre 4, le proble`me a` coin que l’on e´tudie est global en temps et s’e´crit sous la
forme : 8<: L(@)u := @tu+
Pd
j=1Aj@ju = f , sur ⌦,
B1u|x1=0 = g1, sur @⌦1,
B2u|x2=0 = g2, sur @⌦2,
(5.1)
et on suppose que ce proble`me a` coin admet un bord non caracte´ristique et qu’il est syme´trique.
En d’autres termes, on se place sous l’hypothe`se 4.1.1.
On introduit l’espace des fre´quences, ⌅ de´fini par :
⌅ :=
n
(  :=   + i⌧, ⌘) 2 C⇥ Rd 2 \     0
o
\ {0} .
On introduit aussi ⌅0, la frontie`re de ⌅ :
⌅0 := ⌅ \ {  = 0} .
Dans tout ce qui suit, lorsqu’aucune ambiguite´ n’est possible, on notera ⇣ le couple de fre´quences
( , ⌘).
On aura besoin de conside´rer dans la suite de ce chapitre les deux proble`mes aux limites stan-
dards globaux en temps : ⇢
L(@)u = f , sur x1 > 0, x2 2 R,
B1u|x1=0 = g1, sur x2 2 R,
(5.2)
et ⇢
L(@)u = f , sur x2 > 0, x1 2 R,
B2u|x2=0 = g2, sur x1 2 R.
(5.3)
De fac¸on assez classique, on introduit la matrice re´solvante A1 (resp. A2) associe´e au proble`me
aux limites standard (5.2) (resp. (5.3)). La matrice A1 (resp. A2) est obtenue apre`s transforme´e
de Fourier dans la variable d’espace tangentielle (x2, x0) $ (⌘2, ⌘) (resp. (x1, x0) $ (⌘1, ⌘)) et
tranforme´e de Laplace dans la variable temporelle t $   dans le proble`me aux limites (5.2) (resp.
(5.3)). Apre`s ces deux transformations, on obtient :⇢
@1bu = A1(⇣, ⌘2)bu+ bf , sur x1 > 0,
B1bu|x1=0 = bg1,
ou` la matrice A1(⇣, ⌘2) est de´finie par :
A1(⇣, ⌘2) :=  A 11
0@  + iX
j 6=1
⌘jAj
1A . (5.4)
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Ainsi que
A2(⇣, ⌘1) :=  A 12
0@  + iX
j 6=2
⌘jAj
1A , (5.5)
ou` ⌘1 est la variable duale de x1.
Pour i 2 {1, 2}, on notera Esi (⇣, ⌘3 i) (resp. Eui (⇣, ⌘3 i)) le sous-espace stable (resp. instable)
de la matrice re´solvante Ai(⇣, ⌘3 i).
Par rapport au chapitre 4, et de fac¸on assez classique lorsque l’on e´tudie des proble`mes aux lim-
ites avec des conditions de bord non strictement dissipatives, on renforce l’hypothe`se d’hyperbolicite´.
C’est-a`-dire que, l’on ne se place plus seulement dans la classe des ope´rateurs syme´triques, mais que
l’on suppose que l’hypothe`se d’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante suivante satisfaite :
Hypothe`se 5.2.1 Il existe un entier positif M , des fonctions analytiques sur Rd \ {0} note´es
 1, ..., M a` valeurs re´elles ainsi que des entiers positifs ⌫1, ..., ⌫M tels que :
8⇠ 2 Sd 1, det
0@⌧ + dX
j=1
⇠jAj
1A = MY
k=1
(⌧ +  k(⇠))
⌫k ,
avec  1(⇠) < ... <  M (⇠), et de plus que les valeurs propres  k(⇠) de
Pd
j=1 ⇠jAj sont semi-simples.
On peut alors appliquer le lemme de Hersh [Her63] qui montre que pour toute fre´quence
(⇣, ⌘3 i) 2 (⌅ \ ⌅0) les proble`mes aux limites (5.2) et (5.3) n’ont pas de sous-espace critique (au
sens des syste`mes dynamiques). En d’autres termes, pour i 2 {1, 2} on a la de´composition suivante
: on sait que pour toute fre´quence on a :
8⇣ 2 ⌅ \ ⌅0, ⌘3 i 2 R, CN := Esi (⇣, ⌘3 i)  Eui (⇣, ⌘3 i). (5.6)
Pour les fre´quences ⇣ 2 ⌅0, le the´ore`me de structure par blocs de [Kre70] et [Me´t00] de´crit au
chapitre 2 de ce manuscrit (cf. the´ore`me 2.1.1) s’applique a` chaque matrice re´solvante et permet de
prolonger le sous-espace stable par continuite´ aux fre´quences de ⌅0. La di↵e´rence par rapport au
chapitre 1 est qu’ici on ne se place pas autour d’une fre´quence hors de la zone de glancing, donc les
de´compositions de l’espace CN en sous-espace stable et sous-espace instable prolonge´s (cf. (2.3) et
(2.4)) deviennent :
8⇣ 2 ⌅0, ⌘3 i 2 R, CN = Esi (⇣, ⌘3 i)  Eui (⇣, ⌘3 i), (5.7)
avec
8⇣ 2 ⌅0, ⌘3 i 2 R, Esi (⇣, ⌘3 i) = Es,ei (⇣, ⌘3 i)  Es,hi (⇣, ⌘3 i)  Es,gi (⇣, ⌘3 i), (5.8)
Eui (⇣, ⌘3 i) = E
u,e
i (⇣, ⌘3 i)  Eu,hi (⇣, ⌘3 i)  Eu,gi (⇣, ⌘3 i)
ou` Es,ei (⇣, ⌘3 i) (resp. E
u,e
i (⇣, ⌘3 i)) est le sous-espace propre ge´ne´ralise´ associe´ aux valeurs propres
de Ai(⇣, ⌘3 i) de partie re´elle strictement ne´gative (resp. positive), ou` les espaces Es,hi (⇣, ⌘3 i) et
Eu,hi (⇣, ⌘3 i) sont des sommes de sous-espace propres associe´s aux valeurs propres imaginaires pures,
i i,j , de la matrice Ai(⇣, ⌘3 i) ve´rifiant @  i,j(⇣, ⌘3 i) 6= 0.
Pour ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0, on peut de´finir les projecteurs suivants :
De´finition 5.2.1 Pour ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0, i 2 {1, 2} et ⌘3 i 2 R, on pose ⇧si := ⇧si (⇣, ⌘3 i) (resp.
⇧ui := ⇧
u
i (⇣, ⌘3 i)) le projecteur sur Esi (resp. Eui ) associe´ a` la de´composition (??).
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Remarque On insiste ici sur le fait que bien que le sous-espace stable Esi (⇣, ⌘3 i) admette un
prolongement par continuite´ a` ⇣ 2 ⌅0 donne´ par (5.8), la norme du projecteur ⇧ui (⇣, ⌘3 i) explose
au voisinage des fre´quences de glancing. C’est pourquoi dans la suite de ce chapitre, puisque l’on
aura besoin d’assurer que les projecteurs ⇧si et ⇧
u
i sont bien de´finis, on supposera que ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0,
zone dans laquelle il n’y a pas de mode de glancing et ou` les projecteurs ⇧si et ⇧
u
i sont bien de´finis.
5.3 De´finitions et hypothe`ses.
Dans ce paragraphe on donne un ensemble de conditions et d’hypothe`ses sur le proble`me a` coin
(5.1) que l’on pense eˆtre su sant pour conduire au caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a`
coin (5.1).
On rappelle que par fortement bien pose´ on entend l’existence et l’unicite´ de la solution u 2
L2 (⌦) a` trace dans L
2
 (@⌦1)⇥ L2 (@⌦2) qui ve´rifie de plus l’estimation d’e´nergie suivante :
9C, 8     0 > 0, on ait
 kuk2L2 (⌦) + ku|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ ku|x2=0k2L2 (@⌦2) (5.9)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
.
On a de´ja` mentionne´ au de´but du paragraphe pre´ce´dent que l’on se plac¸ait sous l’hypothe`se de
syme´trie des coe cients de l’ope´rateur L(@), que l’on supposait aussi qu’il ve´rifiait l’hypothe`se
d’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante et qu’enfin le bord de ⌦ e´tait non caracte´ristique pour
L(@). On va maintenant de´crire les nouvelles conditions sous lesquelles on se place.
5.3.1 Une condition provenant de l’e´tude du proble`me aux limites, la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Comme dans l’analyse classique par modes normaux du proble`me aux limites standard on peut par
transforme´e de Fourier en espace dans la variable x0 et transforme´e de Laplace dans la variable t se
ramener a` e´tudier le proble`me a` coin suivant :8<: L(@)bu := A1@1bu+A2@2bu+ [  + iA
0(⌘)] bu = bf , pour (x1, x2) 2 R2+,
B1bu|x1=0 = bg1, sur x2 2 R+,
B2bu|x2=0 = bg2, sur x1 2 R+, (5.10)
ou`   :=   + i⌧ 2 C+ est la variable duale en temps, ⌘ 2 Rd 2 est la variable duale en espace et ou`,
pour simplifier les notations, on a pose´
A0(⌘) :=
dX
j=3
⌘jAj .
On omettra aussi, lorsque le propos le permet, la notation de la tansforme´e de Fourier-Laplace.
La proposition suivante montre que comme pour le proble`me aux limites pose´ dans le demi-
espace, pour e´tudier le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin (5.1) on peut se ramener
a` une e´tude sur le proble`me a` coin re´solvant (5.10). Cette proposition aura aussi pour conse´quence
qu’il est ne´cessaire pour que le proble`me (5.1) soit fortement bien pose´ que la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme soit ve´rifie´e sur les deux faces du bord.
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Proposition 5.3.1 Le proble`me a` coin (5.1) est fortement bien pose´ si et seulement si le proble`me
a` coin (5.10) admet une unique solution u 2 L2(R2+), a` trace dans
 
L2(R+)
 2
qui ve´rifie de plus
l’estimation d’e´nergie : 8  > 0,
 kuk2L2(R2+) + ku|x1=0k
2
L2(R+) + ku|x2=0k2L2(R+) (5.11)
 C
✓
1
 
kfk2L2(R2+) + kg1k
2
L2(R+) + kg2k2L2(R+)
◆
,
ou` la constante C est inde´pendante de  .
De´monstration : L’implication : ”Si (5.10) est fortement bien pose´ alors (5.1) est fortement bien
pose´” est une conse´quence du the´ore`me de Paley-Wiener.
On conside`re donc ici seulement l’implication ”Si (5.1) est fortement bien pose´ alors (5.10) est
fortement bien pose´”.
Soit v la solution du proble`me a` coin (5.1), par transforme´e de Laplace et de Fourier on obtient
u une solution du proble`me a` coin (5.10).
Soit ⇣ := (  + i⌧ , ⌘) une fre´quence fixe´e, on introduit une suite de fonctions ('n)n2N ⇢ C1c (R⇥
Rd 2) qui ve´rifie la proprie´te´ de support suivante,⇢
'n(t, x0) = 1 sur B(0, n) ,
'n(t, x0) = 0 sur B(0, n+ 1)c ,
ou` B(0, n) de´signe la boule euclidienne de Rd 1 centre´e en 0 et de rayon n. On suppose de plus que
'n est a` valeurs dans [0, 1] et que rt,x0'n est borne´ par une constante inde´pendante de n.
On de´finit alors,
un(t, x1, x2, x
0) := e t+ix
0·⌘ 'n(t, x0)p|B(0, n)|u(x1, x2).
Un simple calcul montre alors que (un)n2N satisfait le proble`me a` coin :
L(@)un =
e t+ix
0·⌘p|B(0, n)|
24'n bf + u
0@@t'n + dX
j=3
Aj@j'n
1A35 := fn,
et pour i 2 {1, 2}
Biun|xi=0 =
e t+ix
0·⌘'np|B(0, n)| bgi := gi,n.
Le proble`me a` coin (5.1) e´tant fortement bien pose´, on applique l’estimation d’e´nergie (5.9) a` un,
et l’on obtient :
 kunk2L2 (⌦) + kun|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ kun|x2=0k2L2 (@⌦2) (5.12)
 C
✓
1
 
kfnk2L2 (⌦) + kg1,nk
2
L2 (@⌦1)
+ kg2,nk2L2 (@⌦2)
◆
.
Or
kunk2L2 (⌦) =
Z
R2+
|u(x1, x2)|2
✓Z
R⇥Rd 2
|'n(t, x0)|2
|B(0, n)| dtdx
0
◆
dx1dx2,
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mais par construction
1  lim
n!1
Z
R⇥Rd 2
|'n(t, x0)|2
|B(0, n)| dtdx
0  p⇡,
ou` l’on a utilise´ l’expression |B(0, r)| = ⇡r/2rd
 ( d2+1)
(   e´tant la fonction gamma d’Euler) pour e´valuer
|B(0,n+1)|2
|B(0,n)| . Par conse´quent, on a montre´ que
lim
n!1 kunk
2
L2 (⌦)
 
Z
R2+
|u(x1, x2)|2dx1dx2.
La meˆme me´thode permet aussi de montrer que
lim
n!1 kun|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
  ku|x1=0k2L2(R+),
lim
n!1 kun|x2=0k
2
L2 (@⌦2)
  ku|x2=0k2L2(R+),
et pour i 2 {1, 2}
lim
n!1 kgi,nk
2
L2 (@⌦i)
 p⇡kbgik2L2(R+).
Ainsi pour montrer que u satisfait l’estimation d’e´nergie (5.11) il su t de montrer que kfnkL2 (⌦)
tend vers k bfkL2(R2+) et de passer a` la limite dans (5.12). Un simple calcul permet d’e´crire :
kfnkL2 (⌦) := kfnkL2t,x0 (B(0,n))⇥L2x1,x2 (R2+) + In,
ou` l’on a pose´ :
I2n :=
Z
R2+
 Z
C(n,n+1)
    f'n + u [@t'n +A0(rx0'n)]B(0, n)
    2 dt dx0
!
dx1 dx2,
et ou` C(n, n+ 1) de´signe la couronne de petit rayon n et de grand rayon n+ 1. Par hypothe`se sur
la suite ('n)n2N, posant
C := max(max
i
(kAik) , sup
n
|rt,x0'n|, 1), et M := max(kfkL2(R2+), kukL2(R2+)),
on peut majorer le terme inte´gral In par
|In|  MC|B(0, n)|
Z
C(n,n+1)
dtdx0.
Utilisant encore une fois l’expression de |B(0, r)| en fonction de la fonction gamma d’Euler, on
obtient :
1
|B(0, n)|
Z
C(n,n+1)
dtdx0 =
 ✓
1 +
1
n
◆d
  1
!
 ! 0.
Par conse´quent, In tend vers ze´ro lorsque n tend vers l’infini et donc le passage a` la limite pour n
tendant vers l’infini donne bien :
 kuk2L2x1,x2 (R2+) + ku|x1=0k
2
L2x2 (R+)
+ ku|x2=0k2L2x1 (R+)
 C
✓
1
 
k bfk2L2x1,x2 (R2+) + k bg1k2L2x2 (R+) + k bg2k2L2x1 (R+)
◆
.
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⇤
Comme indique´ au de´but de ce sous-paragraphe, la proposition 5.3.1 a le corollaire suivant :
Corollaire 5.3.1 Pour que le proble`me a` coin (5.1) soit fortement bien pose´ il est ne´cessaire que
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme soit ve´rifie´e sur les deux faces du bord de ⌦, c’est-a`-dire
: pour i 2 {1, 2},
8⇣ 2 ⌅, ⌘3 i 2 R, CN = kerBi   Esi (⇣, ⌘3 i),
ou` l’on rappelle que Esi de´signe le prolongement par continuite´ a` ⌅0 du sous-espace stable de la
matrice re´solvante Ai.
Dans toute la suite de ce chapitre, on supposera donc que la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme est ve´rifie´e sur chaque face. On se place donc sous l’hypothe`se suivante (qui est juste une
reformulation plus pratique de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme) :
Hypothe`se 5.3.1 Pour i 2 {1, 2}, pour tout ⇣ 2 ⌅, ⌘3 i 2 R, la restriction de la matrice Bi au
sous-espace stable Esi (⇣, ⌘3 i) est un isomorphisme. On note alors :
 i(⇣, ⌘3 i) := B 1i|Esi (⇣,⌘3 i)
.
5.3.2 La condition au coin.
Dans ce sous-paragraphe on va de´crire une nouvelle condition su sante (voir hypothe`se 5.3.2) pour
que le proble`me a` coin (5.1) soit fortement bien pose´. Cette condition est initialement due a` Osher
dans [Osh73].
L’apparition d’une nouvelle condition pour assurer le caracte`re fortement bien pose´ n’est pas
vraiment e´tonnante. Il aurait en e↵et e´te´ surprenant que la condition de Kreiss-Lopatinskii impose´e
sur les deux bords soit su sante pour assurer le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin
(5.1).
Avant de de´crire la nouvelle condition que l’on va suppose´e, on e´tudie l’exemple suivant (voir
[Osh73]) qui est un syste`me tre`s simple, constitue´ de deux e´quations de transport couple´es seulement
par les conditions de bord, et qui montre que la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est en
e↵et pas su sante pour assurer le caracte`re fortement bien pose´. On conside`re :8>>>><>>>>:
@tu+

1 0
0  1
 
@1u+
 1 0
0 1
 
@2u = 0,⇥
1  a⇤u|x1=0 = g1,⇥ b 1⇤u|x2=0 = 0,
u|t0 = 0.
(5.13)
ou` a, b 2 R. On peut facilement montrer que les sous-espaces stables Esi (⇣, ⌘3 i) sont donne´s par :
Es1(⇣, ⌘2) = E
s
1 = vect
⇢✓
1
0
◆ 
, Es2(⇣, ⌘1) = E
s
2 = vect
⇢✓
0
1
◆ 
.
En particulier la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite pour tout a et b. Pour
re´soudre le proble`me a` coin (5.13), on peut proce´der de la fac¸on suivante. On suppose que l’on
connaisse la trace de la premie`re composante de u sur @⌦2. Alors puisque la seconde composante
est transporte´e a` vitesse entrante pour la face @⌦2 et sortante pour la face @⌦1, il su t de connaitre
sa trace sur @⌦2 et d’inte´grer le long des caracte´ristiques. On obtient donc :
u2(t, x) = bu1|x2=0(t  x2, x1 + x2),
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en particulier on connait la valeur de la trace sur @⌦1 :
u2(t, 0, x2) = bu1|x2=0(t  x2, x2).
On peut alors injecter la valeur de cette trace dans la condition de bord sur la face @⌦1. Apre`s
avoir inte´grer le long des caracte´ristiques, on obtient :
u1(t, x) = abu1|x2=0(t  x2   2x1, x1 + x2) + g(t  x1, x1 + x2).
On remarque alors que la trace u1|x2=0 est solution de l’e´quation fonctionnelle :
u1|x2=0(t, x1)  abu1|x2=0(t  2x1, x1) = g(t  x1, x1).
L’e´tude de cette e´quation, qui apparaitra aussi dans la construction des de´veloppements BKW
pour des proble`mes a` coin, sera faite au sous-paragraphe (6.9.5). On a rme juste ici qu’elle admet
une unique solution dans L2(R+) si et seulement si |ab| < 1. Pour que le proble`me a` coin (5.13)
soit fortement bien pose´ il faut donc que les parame`tres a et b ve´rifient |ab| < 1 et le caracte`re
fortement bien pose´ n’est donc pas e´quivalent a` imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
sur chaque face.
La solution de ce syste`me se de´place d’un bord a` l’autre en suivant les bicaracte´ristiques porte´es
par les directions [1, 1] et [ 1, 1]. Apre`s un ”aller-retour” la solution est amplifie´e par le facteur ab.
Donc instinctivement, si |ab| > 1 la solution au voisinage du coin subit une tre`s forte amplification
meˆme pour les petites valeurs de t et ne peut donc pas ve´rifier une estimation d’e´nergie sans pertes.
On en vient maintenant a` de´crire la nouvelle condition dans le cas ge´ne´ral et plus partic-
ulie`rement sa provenance.
Soit u une solution du proble`me a` coin (5.10) pour lequel on choisit un terme source a` l’inte´rieur
f nul, on note v le prolongement de u par 0 aux x1 ne´gatifs. Alors v satisfait le proble`me aux
limites : ⇢
A1@1v +A2@2v + [  + iA0(⌘)] v = A1 (x1)u(0, x2), (x1, x2) 2 R⇥ R+,
B2v|x2=0 = g2 x1 2 R.
(5.14)
Par transforme´e de Fourier dans la variable x1 on se rame`ne a` e´tudier le proble`me :⇢
@2bv = A2(⌘1)bv +A 12 A1u(0, x2),
B2bv|x2=0 = bg2, (5.15)
ou` l’on rappelle que A2(⌘1) := A2(⇣, ⌘1) =  A 12 [  + iA0(⌘) + i⌘1A1].
On peut de´composer bv en une partie stable et une partie instable :
bv(⌘1) = ⇧s2(⇣, ⌘1)bv(⌘1) +⇧u2(⇣, ⌘1)bv(⌘1), (5.16)
ou` chaque terme est donne´ par la formule de Duhamel :
⇧s2(⇣, ⌘1)bv(⌘1, x2) = ex2A2(⌘1)⇧s2(⇣, ⌘1)bv(0) + Z x2
0
e(x2 s)A2(⌘1)⇧s2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(0, s)ds
⇧u2(⌘1)bv(⌘1, x2) =   Z +1
x2
e(x2 s)A2(⌘1)⇧u2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(0, s)ds
Cependant d’apre`s l’hypothe`se 5.3.1, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme permet d’e´crire :
⇧s2(⇣, ⌘1)bv(⌘1, 0) =   2(⇣, ⌘1)B2⇧u2(⇣, ⌘1)bv(⌘1, 0) +  2(⇣, ⌘1)bg2(⌘1),
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dont on de´duit que :
bv(⌘1, 0) = [I    2(⇣, ⌘1)B2]⇧u2(⇣, ⌘1)bv(⌘1, 0) +  2(⇣, ⌘1)bg2,
= [ 2(⇣, ⌘1)B2   I]
Z +1
0
e sA2(⌘1)⇧u2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(0, s)ds+  2(⇣, ⌘1)bg2.
Par tranforme´e de Fourier inverse on en de´duit que
v(x1, 0) = (T1!2(⇣)u(0, ·))(x1) + P2(⇣)g2, (5.17)
ou`
(T1!2(⇣)u)(x1) :=
Z
R
eix1⌘1 [ 2(⇣, ⌘1)B2   I]
Z +1
0
e sA2(⇣,⌘1)⇧u2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(s) ds d⌘1.
(P2(⇣)g)(x1) :=
Z
R
eix1⌘1 2(⇣, ⌘1)bg(⌘1) d⌘1
On insiste maintenant sur le fait que par construction v(x1, 0) = u(x1, 0) donc on a exhibe´ un
ope´rateur, qui e´tant donne´ la trace sur la face @⌦1 d’une solution du proble`me a` coin (5.10) e´crit
pour f ⌘ 0 renvoie la trace de la solution sur la face @⌦2.
Si on e´tend maintenant u par 0 aux x2 ne´gatifs, on peut re´ite´rer la meˆme construction pour
aboutir a` une e´galite´ de la forme
u(0, x2) = (T2!1(⇣)u(·, 0))(x2) + (P1(⇣)g1)(x2), (5.18)
avec :
(T2!1(⇣)u)(x2) :=
Z
R
eix2⌘2 [ 1(⇣, ⌘2)B1   I]
Z +1
0
e sA1(⇣,⌘2)⇧u1(⇣, ⌘2)A
 1
1 A2u(s)dsd⌘2,
(P1(⇣)g)(x2) :=
Z
R
eix2⌘2 1(⇣, ⌘2)bg(⌘2)d⌘2
ou` l’on rappelle que A1(⇣, ⌘2) =  A 11 [  + iA0(⌘) + i⌘2A2].
Par construction, l’ope´rateur T2!1(⇣) prend la trace sur la face @⌦2 d’une solution du proble`me
a` coin (5.10) e´crit pour f ⌘ 0 et fait correspondre a` la trace en entre´e, la trace sur la face @⌦1. Par
conse´quent si on compose les e´quations (5.17) et (5.18) on est amene´ a` l’e´quation suivante :
[I   T2!1(⇣)T1!2(⇣)]u(0, x2) = (P1(⇣)g1)(x2) + (T2!1(⇣)P2(⇣)g2)(x2). (5.19)
Si l’on pense que la trace de la solution doit de´pendre des termes sources sur le bord, il semble naturel
d’imposer l’inversibilite´ de l’ope´rateur [I   T2!1(⇣)T1!2(⇣)] sur L2(R+), c’est cette condition que
l’on appelle condition au coin d’Osher. De plus, puisque si on re´ite`re la construction pre´ce´dente,
mais cette fois en e´tendant d’abord par ze´ro pour les x2 ne´gatifs l’e´quation (5.19) s’e´crira :
[I   T1!2(⇣)T2!1(⇣)]u(x1, 0) = (P2(⇣)g2)(x1) + (T1!2(⇣)P1(⇣)g1)(x2).
Ainsi on demandera aussi l’inversibilite´ de l’ope´rateur [I   T1!2(⇣)T2!1(⇣)] sur L2(R+). Enfin
comme la constante C de l’estimation d’e´nergie (5.11) doit eˆtre inde´pendante de  , on imposera en
plus que les bornes des ope´rateurs [I   T1!2(⇣)T2!1(⇣)] et [I   T2!1(⇣)T1!2(⇣)] et de leurs inverses
soient inde´pendantes de ⇣ 2 ⌅.
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Dans un souci d’alle´gement des notations on pose :
T2(⇣) := T1!2(⇣)T2!1(⇣), (5.20)
T1(⇣) := T2!1(⇣)T1!2(⇣). (5.21)
Imposer l’inversibilite´ des ope´rateurs [I   T1(⇣)] et [I   T2(⇣)] n’est pas rigoureux a` ce stade de
l’analyse puisque l’on ne sait meˆme pas s’ils sont borne´s. Cependant, la de´monstration du caracte`re
borne´ de ces ope´rateurs n’est pas triviale ; c’est pourquoi on admettra pour le moment le caracte`re
borne´ de ces ope´rateurs sur L2(R+). La de´monstration de ce re´sultat occupe le sous-paragraphe 5.5.3
de ce chapitre et ne´cessitera une hypothe`se technique sur les matrices re´solvantes A1(0C, 0Rd 2 , 1) =
 iA 11 A2 et A2(0C, 0Rd 2 , 1) =  iA 12 A1.
Hypothe`se 5.3.2 Pour tout ⇣ 2 (⌅ \ ⌅0), les ope´rateurs [I   T2(⇣)] et [I   T1(⇣)] sont inversibles
de L2(R+) dans L2(R+) uniforme´ment en ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0.
En particulier, pour tout ⇣ 2 (⌅ \ ⌅0) et pour tout u 2 L2(R+), il existe C1, C2 des constantes
positives telles que :
kuk2L2(R+)  C2k [I   T2(⇣)]uk2L2(R+),
kuk2L2(R+)  C1k [I   T1(⇣)]uk2L2(R+).
L’hypothe`se 5.3.2 semble eˆtre une hypothe`se assez forte, surtout en ce qui concerne le caracte`re uni-
forme de la borne. En e↵et, si on fait le paralle`le avec la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
pour obtenir le carcte`re uniforme de la borne, on est amene´ a` compactifier la demi-sphe`re unite´ de
⌅ en conside´rant fre´quences de ⌅0. Il se peut que l’on soit amene´ a` faire de meˆme pour obtenir une
borne uniforme dans l’hypothe`se 5.3.2. Toutefois, en raison des modes de glancing qui apparaissent
dans ⌅0, de´finir les projecteurs ⇧ui sur ⌅0 n’est pas clair et par conse´quent, il n’est pas clair que
les ope´rateurs T2(⇣) et T1(⇣) soient bien de´finis sur ⌅0. Une solution pour donner un sens ⇧ui pour
⇣in⌅0 pourrait eˆtre d’utiliser des relations comme celle de´montre´e au lemme 5.5.1 qui permettraient
d’exprimer les projecteurs ⇧ui en fonction des projecteurs stables associe´s a` un proble`me a` coin dual.
On conclut ce sous-paragraphe par un calcul explicite pour lequel il n’y a pas de modes de
glancing et donc pas de proble`me concernant la de´finition de T2(⇣) et de T1(⇣). Pour l’exemple
(5.13) (a` l’heure actuelle, il s’agit du seul exemple sur lequel on arrive a` faire ces calculs) les
ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣) sont donne´s par :
(T1!2(⇣)u)(s) = e s 

1
b
 
u1 et (T2!1(⇣)u)(s) = e s 

a
1
 
u2,
ou` l’on a pose´ u =

u1
u2
 
. On peut remarquer que ces deux ope´rateurs sont borne´s uniforme´ment
par rapport au parame`tre ⇣. De plus, on peut calculer
(T1(⇣)u)(s) = e 2s 

ab
b
 
u1.
On remarque donc que sous la restriction |ab| < 1, que l’on avait faite lors de l’e´tude de l’exemple
(5.13) au de´but de ce paragraphe, l’ope´rateur T1(⇣) est contractant et donc que l’hypothe`se 5.3.2
est satisfaite. En fait, une e´tude plus pousse´e, voir [Osh74b], montre que l’ope´rateur I   T1(⇣) est
inversible si et seulement si |ab| < 1.
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5.3.3 Deux hypothe`ses peut-eˆtre de nature plus technique.
Tout au long de l’e´tude du proble`me a` coin on aura besoin d’hypothe`ses supple´mentaires. On
distingue ces dernie`res de celles donne´es dans les sous-paragraphes pre´ce´dents car elles semblent eˆtre
d’une nature plus technique que ne´cessaire. Les hypothe`ses techniques ajoute´es sont les suivantes :
Hypothe`se 5.3.3 Dans tout ce qui suit on supposera que RN = kerB1   kerB2. En particulier,
N = p1 + p2.
On retrouve aussi l’hypothe`se sur les valeurs propres associe´es a` des blocs de Jordan de la matrice
A 11 A2 que l’on avait utilise´ dans le chapitre 4 pour appliquer le the´ore`me ”fort=faible” de Sarason
[Sar62].
Hypothe`se 5.3.4 Les valeurs propres re´elles de la matrice A 11 A2 associe´es a` des blocs de Jordan
sont strictement ne´gatives.
Plutoˆt que d’essayer de motiver ces hypothe`ses a` ce stade de l’analyse, il nous semble plus a` propos
et surtout plus parlant de le faire dans le corps du texte lorsque ces dernie`res apparaitront.
5.4 La de´monstration d’Osher [Osh73].
Le the´ore`me que l’on cherche a` de´montrer est le suivant :
The´ore`me 5.4.1 Sous toutes les hypothe`ses pre´ce´dentes, pour tout f 2 L2 (⌦), pour tout (g1, g2) 2
L2 (@⌦1) ⇥ L2 (@⌦2), il existe une unique solution u 2 L2 (⌦) a` trace dans L2 (@⌦1) ⇥ L2 (@⌦2) du
proble`me a` coin : 8<:
L(@)u = f , dans ⌦
B1u|x1=0 = g1, sur @⌦1
B2u|x2=0 = g2, sur @⌦2
De plus, il existe une constante positive C inde´pendante de   telle que pour tout      0 > 0, u
ve´rifie l’estimation d’energie :
 kuk2L2 (⌦) + ku|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ ku|x2=0k2L2 (@⌦2)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
.
D’apre`s la proposition 5.3.1, on a vu qu’il e´tait e´quivalent de travailler sur le proble`me a` coin
e´crit sous la forme (5.10), c’est-a`-dire le proble`me a` coin obtenu apre`s transforme´e de Laplace dans
la variable t et transforme´e de Fourier dans la variable x0.
On cherche ici a` adapter la de´monstration du chapitre 4, du cas strictement dissipatif au cas
ge´ne´ral. Le premier point qu’il faut e´tablir dans la de´monstration du the´ore`me 5.4.1 est donc une
estimation d’e´nergie a priori. Comme indique´ dans au de´but de ce chapitre, la de´monstration de
l’estimation d’e´nergie a priori passe par la construction d’un syme´triseur qui, comme le syme´triseur
de Kreiss, permet de compenser le manque de dissipativite´ sur les faces du domaine.
Une fois cette estimation d’e´nergie de´montre´e, pour conclure au caracte`re fortement bien, on
pourrait comme au chapitre 4 construire un proble`me dual et supposer que ce dernier ve´rifie les
conditions sous lesquelles on a de´montre´e l’estimation d’e´nergie a priori. Ainsi, on peut construire
une solution faible exactement par la meˆme me´thode que celle de´crite au chapitre 4. Puis on peut
montrer l’unicite´ de la solution faible en utilisant le the´ore`me ”fort=faible” de Sarason [Sar62] et
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conclure a` l’unicite´ en utilisant le fait que la solution faible ve´rifie alors l’estimation d’e´nergie a priori.
Le seul be´mol de cette me´thode est qu’il est ne´cessaire de supposer que l’hypothe`se 5.3.2 est
ve´rifie´e par le proble`me primal et par un proble`me dual. Comme mentionne´ dans l’introduction de
ce manuscrit, on pense que l’hypothe`se 5.3.2 est automatiquement satisfaite par le proble`me dual si
elle l’est pour le proble`me primal. Ainsi, cette de´monstration n’est pas en l’e´tat tre`s satisfaisante et
on e´spe`re re´ussir a` l’ame´liorer a` l’avenir en montrant qu’il est su sant de supposer que le proble`me
primal ve´rifie l’hypothe`se 5.3.2.
5.4.1 Reduction a` un proble`me homoge`ne a` l’inte´rieur.
On vient de mentionner que l’e´tablissement de l’estimation d’e´nergie a priori ne´cessitait la construc-
tion d’un syme´triseur. Or l’une des di↵e´rences entre la construction du syme´triseur de Kreiss (cf.
[Kre70]-[BG07]-[CP81]) et le syme´triseur d’Osher est que la construction du syme´triseur d’Osher se
fait pour des proble`mes homoge`nes a` l’inte´rieur du domaine.
C’est pourquoi, dans un premier temps, on se rame`ne a` un proble`me a` coin homoge`ne a` l’inte´rieur
du domaine. Pour cela, on utilise le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin syme´trique
avec conditions de bord strictement dissipatives que l’on a de´montre´ au chapitre pre´ce´dent.
Proposition 5.4.1 Si le proble`me a` coin (5.1) est non caracte´ristique a` coe cients syme´triques et
qu’il ve´rifie l’hypothe`se 5.3.4, alors le proble`me a` coin (5.10) admet une unique solution u 2 L2(R2+)
a` traces L2(R+) satisfaisant l’estimation d’e´nergie (5.11) si et seulement si le proble`me a coin
homoge`ne a` l’inte´rieur :8<:
A1@1w +A2@2w + [  + iA0(⌘)]w = 0, pour (x1, x2) 2 R2+
B1w|x1=0 = g1, pour x2 2 R+,
B2w|x2=0 = g2, pour x1 2 R+,
(5.22)
admet une unique solution w 2 L2(R2+) a` traces dans L2(R+) qui satisfait l’estimation d’e´nergie
suivante :
kw|x1=0k2L2(R+) + kw|x2=0k2L2(R+)  C
⇣
kg1k2L2(R+) + kg2k2L2(R+)
⌘
. (5.23)
De´monstration : Seul le caracte`re su sant ne´cessite une de´monstration.
Comme indique´ dans le paragraphe 4.1.1, il est toujours possible de trouver deux matriceseB1 2Mp1⇥N (R) et eB2 2Mp2⇥N (R) telles que les conditions de bords associe´es soient strictement
dissipatives au sens de la de´finition 4.1.1.
On conside`re le proble`me a` coin auxiliaire :8<:
A1@1v +A2@2v + [  + iA0(⌘)] v = f, pour (x1, x2) 2 R2+,eB1v|x1=0 = 0, pour x2 2 R+,eB2v|x2=0 = 0, pour x1 2 R+. (5.24)
D’apre`s le the´ore`me 4.2.1, le proble`me (5.24) admet une unique solution v qui satisfait l’estimation
d’e´nergie :
 kvk2L2(R2+) + kv|x1=0k
2
L2(R+) + kv|x2=0k2L2(R+) 
C
 
kfk2L2(R2+). (5.25)
Soit w la solution du proble`me a` coin homoge`ne a` l’inte´rieur (5.22), alors u = v+w est solution du
proble`me a` coin avec termes sources egi := gi  Biv|xi=0:8<:
A1@1u+A2@2u+ [  + iA0(⌘)]u = f, pour (x1, x2) 2 R2+,
B1u|x1=0 = eg1, pour x2 2 R+,
B2u|x2=0 = eg2, pour x1 2 R+. (5.26)
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D’apre`s l’ine´galite´ triangulaire u ve´rifie l’estimation d’e´nergie :
 kuk2L2(R2+) + ku|x1=0k
2
L2(R+) + ku|x2=0k2L2(R+) (5.27)
  kvk2L2(R2+) + kv|x1=0k
2
L2(R+) + kv|x2=0k2L2(R+)
+  kwk2L2(R2+) + kw|x1=0k
2
L2(R+) + kw|x2=0k2L2(R+).
Donc il existe une solution au proble`me a` coin (5.10). Cette solution ve´rifiant l’ine´galite´ d’e´nergie
(5.27), elle est unique. Or w ve´rifie l’estimation d’e´nergie (5.23) et v satisfait l’estimation d’e´nergie
(5.25), le membre de droite de l’ine´galite´ pre´ce´dente se majore par
C
✓
1
 
kfk2L2(R2+) + kg1k
2
L2(R+) + kg2k2L2(R+)
◆
,
et l’on obtient bien l’estimation d’e´nergie attendue pour u.
⇤
5.4.2 Estimation d’e´nergie a priori et syme´triseur.
On veut de´montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 5.4.2 Sous toutes les hypothe`ses de ce chapitre, toute solution re´gulie`re u du proble`me
a` coin (5.1) ve´rifie l’estimation d’e´nergie : 8     0 > 0,
 kuk2L2 (⌦) + ku|x1=0k
2
L2 (@⌦1)
+ ku|x2=0k2L2 (@⌦2) (5.28)
 C
✓
1
 
kfk2L2 (⌦) + kg1k
2
L2 (@⌦1)
+ kg2k2L2 (@⌦2)
◆
,
ou` la constante C est inde´pendante de  .
La de´monstration du the´ore`me 5.4.2 passe par l’introduction d’un syme´triseur qui comme dans le
cas du proble`me aux limites standard doit ve´rifier des proprie´te´s assurant que l’estimation d’e´nergie
(5.28) ait lieu. La construction du syme´triseur d’Osher se fait dans les variables polaires1. En e↵et,
ce changement de variable a l’avantage de pouvoir ramener l’e´tude du comportement de la solution
sur les bords du domaine ⌦, c’est-a`-dire l’e´tude de la trace en x1 = 0 et de la trace en x2 = 0, a`
l’e´tude des deux traces de la solution par rapport a` sa variable angulaire ✓ seulement.
C’est pourquoi, avant de de´crire les proprie´te´s que l’on va imposer au syme´triseur, on va de´crire
l’influence du passage en coordonne´es polaires sur le proble`me a` coin ((5.10)).
Dans les coordonne´es polaires (✓, r) 2 ⇥0, ⇡2 ⇤⇥ R+, on a les relations,
A1@1 = cos ✓A1@r   1
r
sin ✓A1@✓, et A2@2 = sin ✓A2@r +
1
r
cos ✓A2@✓.
Donc le proble`me a` coin (5.22) s’e´crit dans les variables polaires sous la forme :8<:
[A2 cos ✓  A1 sin ✓] @✓u+Mu = 0, (✓, r) 2
⇥
0, ⇡2
⇤⇥ R+,
B1u|✓=⇡2 = g1, r 2 R+,
B2u|✓=0 = g2, r 2 R+,
(5.29)
1Dans [Osh73], le changement de variables contient aussi une dilatation de la variable de distance r de la forme
r = e  ,   2 R. Ce changement de variable supple´mentaire ne nous semble pas utile, c’est pourquoi on ne le reproduit
pas ici.
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ou` l’on a pose´,
M :=M(⇣, ✓, r) =
 
[A2 sin ✓ +A1 cos ✓] r@r +
⇥
  + iA0(⌘)
⇤
r
 
. (5.30)
Les conditions que l’on veut eˆtre satisfaites par le syme´triseur sont les suivantes et sont assez
ressemblantes a` celles que l’on impose au syme´triseur de Kreiss. En e↵et, on retrouve des conditions
de coercivite´ sur le bord du domaine (conditions iv) et v) du the´ore`me suivant), une ”syme´trisation”
de l’e´quation d’e´volution (condition i) et iii)) ainsi qu’un caracte`re borne´ (voir ii)) du syme´triseur.
Toutefois, puisque le termeM qui apparait dans l’e´quation d’e´volution du proble`me a` coin (5.29)
n’est pas une matrice mais un ope´rateur, le syme´triseur d’Osher sera lui aussi un ope´rateur.
The´ore`me 5.4.3 Sous toutes les hypothe`ses de ce chapitre, il existe un ope´rateur S(⇣, ✓) qui ve´rifie
les proprie´te´s suivantes.
i) S(⇣, ✓) [A1 sin ✓  A2 cos ✓] est un ope´rateur syme´trique sur L2(R+), i.e.
(S(⇣, ✓) [A1 sin ✓  A2 cos ✓])⇤ = S(⇣, ✓) [A1 sin ✓  A2 cos ✓] .
ii) S(⇣, ✓) est un ope´rateur borne´ de L2(R+) dans L2(R+), uniforme´ment par rapport a` (⇣, ✓).
En d’autres termes, 8  > 0, 9C > 0 telle que
8u 2 L2(R+), kS(⇣, ✓)ukL2(R+)  CkukL2(R+),
ou` la constante C est inde´pendante de ⇣ et de ✓.
iii) S ve´rifie l’e´quation di↵e´rentielle
1
2
@✓ (S(⇣, ✓) [A1 sin ✓  A2 cos ✓]) +Re (S(⇣, ✓)M) = 0. (5.31)
iv) Pour ✓ = ⇡2 , il existe deux constantes c1, C1 > 0 inde´pendantes de ⇣ telles que :
8u 2 L2(R+),
D
u,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1u
E
  c1kuk2L2(R+)   C1kB1uk2L2(R+). (5.32)
v) Pour ✓ = 0, il existe deux constantes c2, C2 > 0 inde´pendantes de ⇣ telles que :
8u 2 L2(R+), hu,S (⇣, 0)A2ui   c2kuk2L2(R+)   C2kB2uk2L2(R+). (5.33)
Remarque Le fait que l’on ai appelle´ ”the´ore`me” l’e´nonce´ pre´ce´dent est le´ge`rement abusif. En
e↵et, comme on l’a de´ja` mentionne´, on n’a pas, a` l’heure actuelle de de´monstration comple`te de ce
re´sultat car le caracte`re uniforme´ment borne´ de S (cf. ii)) reste a` eˆtre de´montre´. On sait toutefois
que si l’hypothe`se 5.3.2 est ve´rifie´e et si de plus les ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣) sont borne´s
uniforme´ment par rapport a` ⇣, alors le point ii) sera ve´rifie´. On renvoit au sous-paragraphe 5.5.3
pour une e´tude des ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣).
5.4.3 De´monstration du the´ore`me 5.4.2 en utilisant le syme´triseur.
Le but de ce paragraphe est de montrer comment l’existence d’un syme´triseur qui ve´rifie les condi-
tions de´crites dans le the´ore`me 5.4.3 permet de de´montrer l’estimation d’e´nergie a priori du the´ore`me
5.4.2.
L’un des principaux points de divergence entre la de´monstration de l’estimation d’e´nergie a
priori donne´e par Osher [Osh73] et celle pour le proble`me aux limites donne´e par Kreiss [Kre70]
est que la complexite´ de l’e´quation re´solvante (5.10) est plus importante dans le cas du proble`me a`
coin.
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Cela vient principalement du fait que pour le syme´triseur de Kreiss, l’e´quation qui ge`re le
comportement de la solution a` l’inte´rieur du domaine est de nature alge´brique alors que l’e´quation
qui ge`re l’inte´rieur du domaine pour le syme´triseur d’Osher (cf. le point iii) du the´ore`me 5.4.3)
est une e´quation aux de´rive´es partielles dans les variables polaires ✓ et r. Le fait de s’eˆtre ramene´
a` un terme source nul a` l’inte´rieur a donc eu pour e↵et de rendre cette e´quation aux de´rive´es
partielles homoge`ne et permet d’en donner des solutions particulie`res sous une forme plus simple
que dans le cas non homoge`ne. Comme on le verra dans la construction du syme´triseur, ces solutions
particulie`res seront importantes.
De´monstration : D’apre`s la proposition 5.4.1, le the´ore`me 5.4.2 est de´montre´ si et seulement si
toute solution re´gulie`re du proble`me8<:
A1@1w +A2@2w + [  + iA0(⌘)]w = 0, sur R2+,
B1w|x1=0 = g1, sur {x1 = 0},
B2w|x2=0 = g2, sur {x2 = 0},
ve´rifie l’estimation d’e´nergie :
kw|x1=0k2L2(R+) + kw|x2=0k2L2(R+)  C
⇣
kg1k2L2(R+) + kg2k2L2(R+)
⌘
. (5.34)
On va donc montrer que le syme´triseur S de´fini dans le the´ore`me 5.4.3 permet justement d’e´tablir
l’estimation (5.34).
Passant en coordonne´es polaires, on conside`re donc une solution re´gulie`re w du proble`me a` coin
(5.29). Un simple calcul montre alors que :
@✓ hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2]wiL2(R+) = h@✓w,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2]wiL2(R+)
+ hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2] @✓wiL2(R+)
+ hw, @✓ (S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2])wiL2(R+) .
Graˆce au point i) du the´ore`me 5.4.3 on peut e´crire :
@✓ hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2]wiL2(R+) = 2Re hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2] @✓wiL2(R+)
+ hw, @✓ (S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2])wiL2(R+) .
Graˆce au point iii) du the´ore`me 5.4.3 et comme w est une solution de (5.29), on peut e´crire :
@✓ hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2]wiL2(R+) = 2 hw,Re (S(⇣, ✓)M)wiL2(R+)
  2 hw,Re (S(⇣, ✓)M)wiL2(R+)
= 0.
Par conse´quent, si on inte`gre l’e´quation pre´ce´dente par rapport a` la variable ✓ 2 ⇥0, ⇡2 ⇤, on
obtient : Z ⇡
2
0
@✓ hw,S(⇣, ✓) [sin ✓A1   cos ✓A2]wiL2(R+) d✓ = 0,
et d’apre`s la formule de Green :Z
R+
D
w|✓=⇡2 ,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1w|✓=⇡2
E
dr +
Z
R+
⌦
w|✓=0,S(⇣, 0)A2w|✓=0
↵
dr = 0.
On utilise ensuite les points iv) et v) du the´ore`me 5.4.3 pour obtenir que :Z
R+
|w|✓=⇡2 |
2 dr +
Z
R+
|w|✓=0|2 dr  C
✓Z
R+
|B1w|✓=⇡2 |
2 dr +
Z
R+
|B2w|✓=0|2 dr
◆
.
On repasse ensuite dans les coordonne´es carte´siennes. On a bien de´montre´ que toute solution
assez re´gulie`re du proble`me a` coin (5.22) ve´rifie l’estimation d’e´nergie (5.23).
⇤
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5.5 Construction du syme´triseur.
On cherche un syme´triseur S sous la forme :
S(⇣, ✓) = [sin ✓A1   cos ✓A2] J(⇣, ✓)N(r, ⇣)J⇤(⇣, ✓), (5.35)
ou` J et N sont des ope´rateurs qui d’apre`s la condition ii) du the´ore`me 5.4.3 devront eˆtre borne´s
sur L2(R+). On insiste ici sur le fait que l’ope´rateur N est inde´pendant de la variable ✓, ce de´tail
aura son importance lorsqu’il s’agira de ve´rifier le point iii) du the´ore`me 5.4.3.
On peut aussi remarquer que d’apre`s l’hypothe`se 5.3.4 sur les valeurs propres de la matrice
A 12 A1, la matrice [sin ✓A1   cos ✓A2] est inversible pour tout ✓ 2
⇥
0, ⇡2
⇤
. C’est en e↵et trivial pour
✓ valant 0 ou ⇡2 . Pour ✓ 2
⇤
0, ⇡2
⇥
, l’inversibilite´ de [sin ✓A1   cos ✓A2] est e´quivalente a` l’inversibilite´
de I   tan ✓A 12 A1. Or, si I   tan ✓A 12 A1 n’est pas inversible alors 1tan ✓ est une valeur propre
strictement positive A 12 A1, ce qui est exclu par l’hypothe`se 5.3.4.
Par construction et d’apre`s l’hypothe`se de syme´trie des matrices Aj , il est clair qu’un ope´rateur S
choisi sous la forme (5.35) ve´rifie la condition i) du the´ore`me 5.4.3, c’est-a`-dire que S [sin ✓A1   cos ✓A2]
est automatiquement un ope´rateur syme´trique.
La construction du syme´triseur se fait en deux temps. Dans un premier temps, on construit
l’ope´rateur J de manie`re a` ce que S ve´rifie le point iii) du the´ore`me 5.4.3. Ce choix de J peut se
faire inde´pendamment de l’ope´rateur N graˆce au fait que N ne de´pend pas de la variable angulaire
✓. Ensuite l’ope´rateur J e´tant fixe´ on va venir choisir un ope´rateur N de manie`re a` ce que les
conditions de coercivite´ sur le bord (conditions iv) et v) du the´ore`me 5.4.3) soient ve´rifie´es.
5.5.1 Construction de l’ope´rateur J.
Re´solution de l’e´quation d’e´volution.
On veut que le syme´triseur S ve´rifie la condition iii) du the´ore`me 5.4.3, c’est-a`-dire, qu’il soit une
solution particulie`re de l’e´quation di↵e´rentielle
1
2
@✓ (S [A1 sin ✓  A2 cos ✓]) +Re (SM) = 0. (5.36)
On suppose que J , apparaissant dans l’expression (5.35), est un ope´rateur solution de l’e´quation
di↵e´rentielle
@✓ ([sin ✓A1   cos ✓A2] J) +M⇤J = 0. (5.37)
Alors S de´fini par (5.35) est une solution particulie`re de (5.36). En e↵et, on calcule alors
@✓ (S [A1 sin ✓  A2 cos ✓]) = @✓ ([sin ✓A1   cos ✓A2] J)NJ⇤ [sin ✓A1   cos ✓A2]
+ [sin ✓A1   cos ✓A2] JN@✓ (J⇤ [sin ✓A1   cos ✓A2]) ,
ou` l’on utilise fortement le fait que N est inde´pendant de ✓. De plus, puisque J ve´rifie (5.37), J⇤
satisfait :
@✓ (J
⇤ [sin ✓A1   cos ✓A2]) + J⇤M = 0. (5.38)
Puisque J et J⇤ ve´rifient les e´quations (5.37) et (5.38) il vient :
@✓ (S [A1 sin ✓  A2 cos ✓]) =   M⇤JNJ⇤ [sin ✓A1   cos ✓A2]
  [sin ✓A1   cos ✓A2] JNJ⇤M.
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Par conse´quent,
@✓ (S [A1 sin ✓  A2 cos ✓]) =  M⇤S   S⇤M,
=  2Re(SM),
ainsi S est bien une solution particulie`re de l’e´quation di↵e´rentielle (5.36).
On s’est donc ramene´ a` construire un ope´rateur J qui satisfait l’e´quation di↵e´rentielle (5.37).
Pour des raisons qui seront rendues explicites par la suite, on va d’abord construire un ope´rateur
K qui s’e´crit sous la forme :
K(⇣, ✓) = K1(⇣, ✓) +K2(⇣, ✓), (5.39)
ou` K1 et K2 sont des ope´rateurs qui sont tous les deux solutions de l’e´quation (5.37). Une fois les
ope´rateurs K1 et K2 de´termine´s, on les modifiera le´ge`rement en des ope´rateurs J1 et J2 et on posera
J(⇣, ✓) := J1(⇣, ✓) + J2(⇣, ✓).
Soit v une fonction de L2(R+), on pose w(r, ✓) := (K(✓)v) (r) ou` K est un ope´rateur qui doit
eˆtre choisi de manie`re a` ce que w ve´rifie l’e´quation di↵e´rentielle (5.37). Repassant en coordonne´es
carte´siennes, c’est-a`-dire que si l’on pose
u(r cos ✓, r sin ✓) := w(r, ✓),
par un calcul similaire a` celui e↵ectue´ dans la partie 5.4.2, on remarque que u est une solution de
l’e´quation d’e´volution :
A1@1u+A2@2u+
⇥  ¯ + iA0(⌘)⇤u = 0, sur R2+. (5.40)
L’ide´e principale du reste de cette construction est de regarder ce proble`me pose´ dans un domaine
a` coin comme deux proble`mes d’e´volution pose´s chacun dans un demi-espace. En e↵et, la formule
de Duhamel fournit des solutions de ces proble`mes aux limites a` condition de connaˆıtre leur trace
sur le bord du demi-espace. Ici, cette trace sera donne´e par la fonction v 2 L2(R+) sur laquelle agit
l’ope´rateur solution K et sera donc une donne´e connue du proble`me. On fixe donc une fonction
v 2 L2(R+), on l’e´tend par ze´ro pour les x2 ne´gatifs, et on s’inte´re`sse au proble`me aux limites :⇢
A1@1u+A2@2u+ [  ¯ + iA0(⌘)]u = 0, sur x1 > 0, x2 2 R
u|x1=0 = v.
(5.41)
Par transforme´e de Fourier dans la variable x2, on peut re´e´crire ce syste`me sous la forme :⇢
@1uˆ = A1(  ¯, ⌘, ⌘2)uˆ,
uˆ|x1=0 = vˆ.
(5.42)
On note eEs1( , ⌘, ⌘2) (resp. eEu1 ( , ⌘, ⌘2)) le sous-espace stable (resp. instable) associe´ a` la matrice
A1(  ¯, ⌘, ⌘2) et e⇧s1( , ⌘, ⌘2) (resp. e⇧u1( , ⌘, ⌘2)) le projecteur sur E˜s1( , ⌘, ⌘2) (resp. E˜s1( , ⌘, ⌘2)),
associe´ a` la de´composition :
CN = eEs1( , ⌘, ⌘2)  eEu1 ( , ⌘, ⌘2).
D’apre`s la formule de Duhamel, la fonction
uˆ(x1) := e
x1A1(  ¯,⌘,⌘2)e⇧s1( , ⌘, ⌘2)vˆ(⌘2),
est une solution de (5.42). Par transforme´e de Fourier inverse, la fonction
u(x1, x2) =
1
2⇡
Z
R
eix2⌘2ex1A1(  ¯,⌘,⌘2)e⇧s1( , ⌘, ⌘2)vˆ(⌘2)d⌘2,
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est donc une solution de (5.42) sur {x1 > 0, x2 2 R}. On peut ensuite restreindre cette solution aux
x2 positifs, pour obtenir une solution de (5.40) sur R2+.
On revient maintenant dans les variables polaires, la fonction w de´finie sur
 
r 2 R+, ✓ 2
⇥
0, ⇡2
⇤ 
par :
w(r, ✓) =
1
2⇡
Z
R
eir sin ✓⌘2er cos ✓A1(  ¯,⌘,⌘2)e⇧s1( , ⌘, ⌘2)vˆ(⌘2)d⌘2,
est donc une solution de l’e´quation (5.37). Ainsi, l’ope´rateur K1(✓) de´fini par :
(K1(⇣, ✓)v) (r) :=
1
2⇡
Z
R
eir sin ✓⌘2er cos ✓A1(  ¯,⌘,⌘2)e⇧s1( , ⌘, ⌘2)vˆ(⌘2)d⌘2 (5.43)
satisfait l’e´quation di↵e´rentielle (5.37).
Si l’on conside`re maintenant le proble`me aux limites pose´ dans l’autre demi-espace i.e. le
proble`me : ⇢
A1@1u+A2@2u+ [  ¯ + iA0(⌘)]u = 0, sur x1 2 R, x2 > 0
u|x2=0 = v,
on peut alors en re´ite´rant exactement la meˆme me´thode (a` ceci pre`s que la transforme´e de Fourier
se fait maintenant sur la variable x1) construire un second ope´rateur solution K2(⇣, ✓) donne´ par la
formule :
(K2(⇣, ✓)v) (r) :=
1
2⇡
Z
R
eir cos ✓⌘1er sin ✓A2(  ¯,⌘,⌘1)e⇧s2( , ⌘, ⌘1)vˆ(⌘1)d⌘1, (5.44)
tel que (K2(✓)v) soit une solution de l’e´quation di↵e´rentielle (5.37) pour tout v 2 L2(R+).
Par conse´quent l’ope´rateur K de´fini en (5.39), avec K1 et K2 de´finis en (5.43) et (5.44) est bien
une solution de l’e´quation di↵e´rentielle (5.37). Donc un syme´triseur S s’e´crivant sous la forme (5.35)
(avec J = K) ve´rifie le point iii) du the´ore`me (5.4.3) inde´pendamment du choix de N .
Calcul des ope´rateurs adjoints de K1 et de K2.
Dans le sous-paragraphe pre´ce´dent on a construit une solution de (5.37) ; il reste maintenant a`
ve´rifier que l’on peut choisir N de manie`re a` assurer les conditions de coercivite´ iv) et v) du
the´ore`me (5.4.3).
Mais avant cela on va calculer les ope´rateurs K1(⇣, ✓)⇤ et K2(⇣, ✓)⇤ pour ✓ dans
 
0, ⇡2
 
.
Ce calcul est motive´ par le fait que les conditions de coercivite´ iv) et v) du the´ore`me (5.4.3),
s’e´crivent sous la forme :
hw,S(⇣, ✓)Aiwi   ci|w|2   Ci|Biw|2, (5.45)
ou` i 2 {1, 2} et ✓ 2  0, ⇡2 . Pour S(⇣, ✓) e´crit sous la forme (5.35), ou` J = K est l’ope´rateur
construit dans le paragraphe pre´ce´dent, le membre de gauche de (5.45) se re´e´crit sous la forme :
pour ✓ 2  0, ⇡2 ,
hw,S(⇣, ✓)Aiwi = hw, [sin ✓A1   cos ✓A2]K(⇣, ✓)NK(⇣, ✓)⇤Aiwi .
En e´valuant cette e´quation en ⇡2 et 0, on obtient alors le couple d’ine´galite´s :⇢ ⌦
K(⇣, ⇡2 )
⇤A1w,NK(⇣, ⇡2 )
⇤A1w
↵   c1|w|2   C1|B1w|2,
hK(⇣, 0)⇤A2v,NK(⇣, 0)⇤A2vi   c2|w|2 + C2|B2w|2, (5.46)
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qui montre bien que les ope´rateurs adjoints de K1 et de K2 apparaissent naturellement dans les
conditions de bords.
De plus connaitre les valeurs pre´cises des ope´rateurs adjoints permettra aussi de savoir comment
modifier la de´finition des ope´rateurs K1 et K2, en des ope´rateurs J1 et J2, de manie`re a` faire ap-
paraitre les ope´rateurs T1!2 et T2!1 dans les conditions de coercivite´ (5.46). Ce point sera capital
lors du choix de N car il permettra d’utiliser la condition d’Osher (cf. hypothe`se 5.19).
On calculera ici ces ope´rateurs seulement dans le cas ✓ = ⇡2 , les calculs pour ✓ = 0 e´tant
similaires. On doit donc calculer K1
 
⇣, ⇡2
 ⇤
et K2
 
⇣, ⇡2
 ⇤
.
Apre`s avoir pose´ ✓ = ⇡2 dans les e´quations (5.43) et (5.44) il vient :⇣
K1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
v
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
eir⌘2 e⇧s1( , ⌘, ⌘2)vˆ(⌘2) d⌘2, (5.47)⇣
K2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
v
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
erA2(  ¯,⌘,⌘1)e⇧s2( , ⌘, ⌘1)vˆ(⌘1) d⌘1. (5.48)
On commence par calculer l’adjoint de K1
 
⇡
2
 
. Soit u 2 L2(R+), e´tendue par ze´ro sur R  ; d’apre`s
l’e´quation (5.47) et la formule de Parseval on a :D
K1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
v, u
E
=
D
F 1e⇧s1Fv, uE ,
=
D
v,F 1e⇧s,⇤1 FuE ,
ou` F et F 1 sont des notations pour la transforme´e de Fourier et son inverse. On en de´duit que⇣
K1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘⇤
u
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
eir⌘2 e⇧s,⇤1 ( , ⌘, ⌘2)uˆ(⌘2) d⌘2. (5.49)
Pour rendre cette e´quation plus explicite, on utilise le lemme suivant :
Lemme 5.5.1 Pour i = 1, 2, on a
e⇧s,⇤i ( , ⌘, ⌘3 i) = Ai⇧ui ( , ⌘, ⌘3 i)A 1i ,
De´monstration : On fait la de´monstration pour i = 1, le cas i = 2 e´tant totalement analogue.
On commence par de´montrer que
eEsi ( , ⌘, ⌘3 i) = (AiEsi ( , ⌘, ⌘3 i))? .
Dans un souci d’alle´gement des notations, on ne spe´cifie pas les parame`tres  , ⌘ et ⌘2 dans les
expressions des sous-espaces eEsi et Esi .
Soit v 2 eEs1 et u 2 Es1, alors par de´finition des sous-espaces stables on a :
A1@1u = A1( , ⌘, ⌘2)u, et A1@1v = A1(  , ⌘, ⌘2)v.
Ces deux e´quations permettent alors de de´montrer que @1 hv,A1ui = 0. Or, si u 2 Es1 et v 2 eEs1,
alors par de´finition hv,A1ui de´croit exponentiellement vite lorsque x1 tend vers +1. On de´duit
que si u 2 Es1, v 2 eEs1 alors hv,A1ui = 0.
Reprenant la meˆme me´thode mais en e´valuant en x1 tendant vers  1, on montre queeEui = (AiEui )? .
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On utilise ensuite les relations :
ker e⇧s,⇤1 = ⇣Im e⇧s1⌘? = A1Es1,
Im e⇧s,⇤1 = ⇣ker e⇧s1⌘? = A1Eu1 , (5.50)
pour montrer que les noyaux et les images des projecteurs e⇧s,⇤1 et A1⇧u1A 11 sont e´gaux.
⇤
Ce lemme permet d’e´crire :⇣
K1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘⇤
u
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
eir⌘2A1⇧
u
1( , ⌘, ⌘2)A
 1
1 uˆ(⌘2)d⌘2. (5.51)
Le calcul de K2(
⇡
2 )
⇤ suit la meˆme philosophie a` ceci pre`s qu’il faut ge´rer en plus l’exponentielle
matricielle. La formule de Parseval donne :D
K2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
v, u
E
=
D
F 1erA2(  ¯)e⇧s2Fv, uE ,
=
D
v,F 1e⇧s,⇤2 erA2(  ¯)⇤FuE ,
dont on de´duit que⇣
K2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘⇤
u
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
eir⌘1 e⇧s,⇤2 ( , ⌘, ⌘1)erA2(  ¯,⌘,⌘1)⇤ uˆ(⌘1) d⌘1,
=
1
2⇡
Z
R
eir⌘1erA2(  ¯,⌘,⌘1)
⇤ e⇧s,⇤2 ( , ⌘, ⌘1)uˆ(⌘1) d⌘1, (5.52)
ou` l’on a utilise´ le fait que les matrices e⇧s2 et erA2 commutent.
Or,
erA2(  ¯,⌘,⌘1)
⇤
= er[ +iA
0(⌘)+i⌘1A1]A 12 ,
= A2e
 rA2( ,⌘,⌘1)A 12 .
Utilisant le lemme 5.5.1 on a alors :
erA2(  ¯,⌘,⌘1)
⇤ e⇧s,⇤2 ( , ⌘, ⌘1) = A2e rA2( ,⌘,⌘1)A 12 A2⇧u2( , ⌘, ⌘1)A 12 . (5.53)
Injectant cette nouvelle e´galite´ dans l’e´quation (5.52) on peut alors e´crire :⇣
K2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘⇤
u
⌘
(r) =
1
2⇡
Z
R
A2e
ir⌘1e( rA2( ,⌘,⌘1))⇧u2( , ⌘, ⌘1)A
 1
2 uˆ(⌘1)d⌘1.
Ceci conclut le calcul des ope´rateurs adjoints de K1 et de K2.
On en vient maintenant a` la modification des ope´rateurs K1 et K2 en des ope´rateurs J1 et J2
dont les valeurs en ✓ 2  0, ⇡2 de´pendent des ope´rateurs T1!2 et T2!1.
Pour ce faire, on remarque que multiplier a` droite une solution de l’e´quation d’e´volution (5.37)
par un ope´rateur inde´pendant de ✓ donne encore une solution de l’e´quation d’e´volution (5.37). On
modifie donc les ope´rateurs solutions K1 et K2 de (5.37) en posant :
J⇤1 (⇣, ✓) := F 1 ( 1(⇣)B1   I)A 11 FK1(⇣, ✓)⇤, (5.54)
J⇤2 (⇣, ✓) := F 1 ( 2(⇣)B2   I)A 12 FK2(⇣, ✓)⇤, (5.55)
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de manie`re a` avoir :
J⇤1 (⇣, 0)A2 = T2!1, et J
⇤
2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1 = T1!2.
On pose enfin
J(⇣, ✓) := J1(⇣, ✓) + J2(⇣, ✓),
qui est solution de l’e´quation (5.37). Ceci conclut la construction de l’ope´rateur J .
5.5.2 Choix de l’ope´rateur N .
On veut maintenant choisir un ope´rateur N inde´pendant de ✓ tel que l’on ait les conditions de
coercivite´ sur le bord (points iv) et v) du the´ore`me 5.4.3). Sous le choix de l’ope´rateur J fait au
paragraphe pre´ce´dent, ces conditions s’e´crivent sous la forme :
iv) Pour ✓ = ⇡2 , il existe c1, C1 > 0, deux constantes inde´pendantes de ⇣, telles que
8w 2 L2(R+), hw, T1!2(⇣)⇤NT1!2(⇣)wi   c1|w|2   C1|B1w|2. (5.56)
v) Pour ✓ = 0, il existe c2, C2 > 0, deux constantes inde´pendantes de ⇣, telles que
8w 2 L2(R+), hw, T2!1(⇣)⇤NT2!1(⇣)wi  c2|w|2   C2|B2w|2. (5.57)
On va commencer par remarquer qu’il su t d’assurer iv) (resp. v)) pour w 2 L2(R+, kerB1) (resp.
w 2 L2(R+, kerB2)).
Re´duction a` un proble`me a` conditions de bords homoge`nes.
On suppose que l’ine´galite´ suivante est ve´rifie´e :
8v 2 L2(R+, kerB1), hT1!2(⇣)v;NT1!2(⇣)vi   c|v|2. (5.58)
Soit w tel que B1w = g 6= 0. On de´compose alors w de la fac¸on suivante :
w := v[ + v],
avec v[ 2 L2(R+, kerB1) et v] 2 L2(R+) ve´rifiant B1v] = g.
On a donc :D
w,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1w
E
=
D
v[,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
[
E
+ 2Re
D
v[,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
]
E
+
D
v],S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
]
E
  c|v[|2 + 2Re
D
v[,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
]
E
+
D
v],S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
]
E
. (5.59)
d’apre`s l’e´quation (5.58) applique´e au premier terme. On applique ensuite l’ine´galite´ de Cauchy-
Schwarz, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et l’ine´galite´ de Young, sur les deux termes
suivants pour re´e´crire l’e´quation pre´ce´dente sous la forme :D
w,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1w
E
  c
2
|w|2   C|B1w|2, (5.60)
ou` C est une constante de´pendant de la norme L(L2(R+), L2(R+)) de l’ope´rateur S
 
⇣, ⇡2
 
. En e↵et,
pour ge´rer le terme sous la partie re´elle, on e´crit :
2Re
D
v[,S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1v
]
E
   2|v[|
   S ⇣⇣, ⇡
2
⌘
A1v
]
   
    c
2
|v[|2   C|v]|2
    c
2
|v[|2 + c
2
|v]|2   eC|B1w|2.
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Un raisonement analogue permet aussi de ge´rer le troisie`me terme de l’e´quation (5.59). Donc on
peut conside´rer une condition de bord homoge`ne sur la face {✓ = 0}. Ainsi, on s’est ramene´ a` choisir
un ope´rateur N tel que les deux conditions suivantes soient ve´rifie´es :⇢ ⌦
J⇤
 
⇣, ⇡2
 
A1v,NJ⇤
 
⇣, ⇡2
 
A1v
↵    |v|2, 8v 2 L2(R+, kerB1),
hJ⇤(⇣, 0)A2v,NJ⇤(⇣, 0)A2vi    |v|2, 8v 2 L2(R+, kerB2). (5.61)
On voit donc bien qu’il faut que les bornes du syme´triseur S soient inde´pendantes de la variable ⇣.
Construction de N .
On rappelle que l’on a construit deux ope´rateurs J⇤1 (⇣, ✓) et J⇤2 (⇣, ✓) dont les valeurs sur les faces
du domaine sont :
J⇤1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1 = F 1 ( 1B1   I)F et J⇤1 (⇣, 0)A2 = T2!1, (5.62)
J⇤2 (⇣, 0)A2 = F 1 ( 2B2   I)F et J⇤2
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
A1 = T1!2.
Afin de finaliser la construction du syme´triseur, il reste a` choisir N qui, on le rappelle, doit eˆtre
inde´pendant de la variable angulaire ✓, et tel que l’on ait les conditions (5.61) sur les bords du
domaine.
On commence par rappeller la notation suivante :
T1(⇣) = T2!1(⇣)T1!2(⇣).
On cherche N sous la forme :
N := ⇧⇤kerB2N11⇧kerB2 +⇧
⇤
kerB1N22⇧kerB1   2Re(⇧⇤kerB2N12⇧kerB1). (5.63)
ou` ⇧kerB1 (resp.⇧kerB1) est le projecteur sur kerB1 (resp. kerB2) associe´ a` la somme directe
RN = kerB1   kerB2.
En particulier, c’est le seul endroit dans la de´monstration ou` l’on aura besoin de l’hypothe`se 5.3.3.
Il su t ensuite de remarquer que Im(T1!2) ⇢ kerB2 et Im(T2!1) ⇢ kerB1 (voir (5.21)) ce qui
permet de re´e´crire les conditions (5.61) sous la forme :⇢
T1!2(⇣)⇤N11T1!2(⇣) + 2Re(N⇤12T1!2(⇣)) +N22    I,
T2!1(⇣)⇤N22T2!1(⇣) + 2Re(N12T2!1(⇣)) +N11    I. (5.64)
Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut aussi supposer que   = 1.
La suite de la construction est en tout point similaire a` celle de´crite par Osher dans [Osh73].
On multiplie la deuxie`me e´quation par T1!2(⇣)⇤ a` gauche et T1!2(⇣) a` droite et sommant les
e´quations de (5.64) pour se ramener a` une condition de´pendant seulement de N12 et N22 :
  T1(⇣)⇤N22T1(⇣) +N22 + 2Re (T1!2(⇣)⇤N12 [I   T1(⇣)])   I + T1!2(⇣)⇤T1!2(⇣), (5.65)
ou` l’on a utilise´ la relation :
Re(N⇤12T1!2(⇣))  T1!2(⇣)⇤Re(N12T1!2(⇣))T1!2(⇣) = Re(T1!2(⇣)⇤N12 [I   T1(⇣)]). (5.66)
On pose ensuite N22 = I et on va chercher N12 sous la forme N12 = N12(⇣) =
1
2V (⇣) [I   T1(⇣)] 1.
L’ope´rateur V (⇣) e´tant a` de´terminer.
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Remarque On insiste sur le fait qu’un tel choix de candidat pour N12 est rendu possible graˆce a`
la condition au coin 5.3.2, montrant ainsi le caracte`re su sant de cette condition.
L’e´quation (5.65) devient en termes de V (⇣) :
  T1(⇣)⇤T1(⇣) + T1!2(⇣)⇤V (⇣) + V (⇣)⇤T1!2(⇣)   T1!2(⇣)⇤T1!2(⇣). (5.67)
On pose ensuite V (⇣) := T1!2(⇣) + T2!1(⇣)⇤T1(⇣), l’e´quation (5.67) est alors ve´rifie´e. Ainsi on a
de´termine´ un couple de bons candidats pour re´soudre (5.64) :
N22 := I,
N12 :=
1
2
[T1!2(⇣) + T2!1(⇣)⇤T1(⇣)] [I   T1(⇣)] 1 . (5.68)
Injectant ces expressions dans la deuxie`me e´quation de (5.64), on de´termineN11 en imposant l’e´galite´
dans la deuxie`me e´quation de (5.64). Plus pre´cise´ment :
N11 = N11(⇣) =   (I + T2!1(⇣)⇤T2!1(⇣) + 2Re (N12T2!1(⇣))) ,
=  
⇣
I +Re
⇣
[T1!2(⇣) + T2!1(⇣)⇤] [I   T1(⇣)] 1 T2!1(⇣)
⌘⌘
A ce stade il su t de ve´rifier que la premie`re condition dans (5.64) est satisfaite pour le choix de
N11, N12 et N22 pre´ce´dent. Le membre de gauche s’e´crit :
T1!2(⇣)⇤N11T1!2(⇣) + 2Re(N⇤12T1!2(⇣)) +N22 =  T1!2(⇣)⇤ [I + T2!1(⇣)⇤T2!1(⇣)]T1!2(⇣)
  2T1!2(⇣)⇤Re (N12T2!1(⇣))T1!2(⇣)
+ 2Re(N⇤12T1!2(⇣)) + I
=   (T1!2(⇣)⇤T1!2(⇣) + T1(⇣)⇤T1(⇣)  I)
+ 2Re(T1!2(⇣)⇤N12 [I   T1(⇣)]),
ou` l’on a utilise´ l’identite´ (5.66) pour e´tablir la deuxie`me e´galite´. Or,
2Re(T1!2(⇣)⇤N12 [I   T1(⇣)]) = 2 (T1!2(⇣)⇤T1!2(⇣) + T1(⇣)⇤T1(⇣)) ,
donc l’e´galite´ pre´ce´dente devient :
T1!2(⇣)⇤N11T1!2(⇣) + 2Re(N⇤12T1!2(⇣)) +N22 = (T1!2(⇣)
⇤T1!2(⇣) + T1(⇣)⇤T1(⇣) + I)   I,
et donc le choix de N11, N12 et N22 pre´ce´demment de´crit permet bien d’assurer les deux conditions
de (5.64), ce qui conclut la construction du syme´triseur.
Il ne reste donc plus qu’a` de´montrer que le syme´triseur que l’on a construit ve´rifie bien le point ii)
du the´ore`me 5.4.3. En d’autres termes, on veut montrer qu’il existe une constante C inde´pendante
de ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0 et de ✓ 2
⇥
0, ⇡2
⇤
telle que :
8u 2 L2(R+), kS(⇣, ✓)ukL2(R+)  CkukL2(R+).
Pour ce faire, on doit e´tudier plus pre´cise´ment les ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣)
5.5.3 Etude des ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣).
Dans le sous-paragraphe pre´ce´dent on a construit un syme´triseur qui ve´rifiait les conditions i), iii),
iv) et v) du the´ore`me 5.4.3. Dans ce sous-paragraphe, on cherche a` de´montrer que le syme´triseur
S(⇣, ✓) de´fini en (5.35) ve´rifie aussi le point ii). En e↵et, ce point a e´te´ utilise´ pour se ramener a`
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un proble`me a` coin homoge`ne sur les bords (cf. sous-paragraphe 5.5.2), chose qui a e´te´ ne´cessaire
pour e´tablir les points iv) et v).
On cherche donc a` montrer que l’ope´rateur S(⇣, ✓) est borne´ inde´pendamment de ⇣ 2 ⌅ \ ⌅0 et
de ✓ 2 ⇥0, ⇡2 ⇤. D’apre`s l’e´quation (5.35) et par construction de l’ope´rateur J , ces deux ope´rateurs
s’e´crivent sous la forme :
S(⇣, 0) =  A2
⇥
A 12 T
⇤
2!1(⇣) + J2(⇣, 0)
⇤
N(⇣)
⇥
T2!1(⇣)A 12 + J
⇤
2 (⇣, 0)
⇤
, (5.69)
S
⇣
⇣,
⇡
2
⌘
= A1
h
A 11 T
⇤
1!2(⇣) + J1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘i
N(⇣)
h
T1!2(⇣)A 11 + J
⇤
1
⇣
⇣,
⇡
2
⌘i
,
ou` les ope´rateurs J2(⇣, 0) et J1
 
⇣, ⇡2
 
sont borne´s en tant que multiplicateurs de Fourier (cf. equation
(5.62)) et d’apre`s la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. D’apre`s la construction de N(⇣) faite
au sous-paragraphe 5.5.2, on peut ve´rifier que N(⇣) de´pend uniquement des ope´rateurs T2!1(⇣),
T1!2(⇣), [I   T1!1(⇣)] 1 et des projecteurs ⇧kerB2 et ⇧kerB1 . Ainsi d’apre`s l’hypothe`se 5.3.2, qui
impose le caracte`re borne´ uniforme de [I   T1(⇣)] 1, une condition su sante pour que N(⇣) soit
borne´ est que les ope´rateurs T2!1(⇣) et T1!2(⇣) soient borne´s. Par conse´quent, d’apre`s (5.69),
une condition su sante pour que S(0) et S  ⇡2   soient borne´s inde´pendamment de ⇣ est que les
ope´rateurs T2!1(⇣) et T1!2(⇣) le soit.
La suite de ce paragraphe est donc consacre´e a` l’e´tude des ope´rateurs T2!1(⇣) et T1!2(⇣). On
y montrera que sous une condition alge´brique sur la matrice A 11 A2 parfaitement acceptable (au
sens ou` cette condition est ve´rifie´e par beaucoup de syste`mes issus de la physique) les ope´rateurs
T2!1(⇣) et T1!2(⇣) sont borne´s. Malheureusement, la de´monstration que l’on donne ne permet pas
d’e´tablir le caracte`re uniforme de la borne par rapport a` ⇣. Toutefois, ce re´sultat bien qu’incomplet
est une avance´e par rapport a` l’e´tat de la litte´rature. En e↵et, dans [Osh73] le caracte`re borne´ sur
L2(R+) n’est pas de´montre´ et c’est de la` que proviennent les pertes de de´rive´es dans l’estimation.
Ainsi, si les ope´rateurs T2!1(⇣) et T1!2(⇣) sont borne´s uniforme´ment par rapport a` ⇣ alors
l’estimation d’e´nergie est sans pertes. Le re´sultat suivant va dans ce sens.
The´ore`me 5.5.1 On suppose que la fre´quence (0C, 0Rd 2 , 1) n’est pas une fre´quence de glancing de
la matrice re´solvante A2( , ⌘, ⌘1). Alors, il existe C⇣ > 0 telle que pour tout u 2 L2(R+) :
kT1!2(⇣)ukL2(R+)  C⇣kuk2L2(R+) et kT2!1(⇣)ukL2(R+)  C⇣kuk2L2(R+).
De´monstration : Il su t de le montrer pour l’ope´rateur T1!2(⇣). On rappelle que ce dernier est
de´fini par :
(T1!2(⇣)u)(x1) =
Z
R
eix1⌘1 [ 2(⇣, ⌘1)B2   I]
Z +1
0
e sA2(⇣,⌘1)⇧u2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(s) ds d⌘1.
Donc d’apre`s la formule de Plancherel et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on a :
kT1!2(⇣)uk2L2(R+)  CkS2!1(⇣)uk2L2(R),
ou` l’on a pose´
(S2!1(⇣)u)(⌘1) :=
Z +1
0
e sA2(⇣,⌘1)⇧u2(⇣, ⌘1)A
 1
2 A1u(s)ds. (5.70)
Par conse´quent, il su t de montrer que l’ope´rateur S2!1(⇣) est borne´ de L2(R+) dans L2(R). La
de´monstration du caracte`re borne´ de S2!1 se fait en de´composant sur les basses fre´quences et sur les
hautes fre´quences. Pour les basses fre´quences, le lemme de Hersh [Her63] assure que tous les e´le´ments
du spectre de la matrice A2(⇣, ⌘1) ont une partie re´elle strictement positive. Tandis que pour les
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hautes fre´quences, l’homoge´ne´ite´ de degre´ un de la matrice A2(⇣, ⌘1) montre que l’on est proche
de la matrice A 12 A1. On e´tudie donc la contribution des modes elliptiques et des hyperboliques
se´pare´ment.
Soit M > 0, un re´el qui sera de´termine´ par la suite. On de´compose
kS2!1(⇣)uk2L2(R) = kS2!1(⇣)uk2L2({|⌘1|M}) + kS2!1(⇣)uk2L2({|⌘1|>M}).
Si 0 < |⌘1|  M , on a Re
⇣
 
⌘1
⌘
   M > 0. D’apre`s le lemme de Hersh, A2 admet un spectre de
partie re´elle non nulle. Par homoge´ne´ite´ de degre´ un de A2 par rapport a` ⌘1 il vient :   e sA2(⇣,⌘1)⇧u2(⌘1)    =     e s⌘1A2⇣  ⌘1 , ⌘⌘1 ,⌘1⌘⇧u2(⌘1)      C,
L’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz permet d’obtenir :
kS2!1(⇣)uk2L2({|⌘1|M})  Ckuk2L2(R+),
ou` la constante C de´pend des matrices Aj et de M .
Il reste a` e´tudier le cas ou |⌘1| > M . On pose " :=  ⌘1 . Par homoge´ne´ite´ de degre´ un (resp. ze´ro)
de A2 (resp. ⇧u2) par rapport a` ⌘1 on a :
A2( , ⌘, ⌘1) = sign(⌘1)⌘1A2
✓
",
⌘
⌘1
, 1
◆
,
⇧u2( , ⌘, ⌘1) = sign(⌘1)⇧
u
2
✓
",
⌘
⌘1
, 1
◆
.
Dans tout ce qui suit on va traiter uniquement le cas ⌘1 > M , le cas ⌘1 <  M se traitant de fac¸on
analogue.
D’apre`s le lemme de structure par blocs, il existe "0 > 0 tel que si "0 > " > 0 on peut e´crire :
A2 (", 1) := A  (")⇧  (") +A+ (")⇧+ (") +
HX
j=1
 j (")⇧
j (") , (5.71)
ou` les ⇧± sont des projecteurs re´guliers borne´s, A± des matrices re´gulie`res ayant des limites borne´es
note´es A±1 et qui ve´rifient, sp(A±(")) ⇢ {z 2 C \ ±Rez > 0}. Et ou` les ⇧j sont des projecteurs
borne´s re´guliers, les  j des fonctions borne´es re´gulie`res, et ou` l’on a enfin pose´
H := # {  valeur propre de A2(0, 1) \   2 iR} .
On choisit donc M tel que M    "0 , on peut alors injecter l’e´quation (5.71) dans l’expression de
kS2!1uk2L2({⌘1>M}) pour obtenir :
kS2!1(⇣)uk2L2({⌘1>M})  kSeuk2L2({⌘1>M}) + kShuk2L2({⌘1>M})
ou` l’on a pose´,
kSeuk2L2({⌘1>M}) =
Z
{⌘1>M}
    Z +1
0
e s⌘1A
+(")⇧+(")A 12 A1u(s) ds
    2 d⌘1,
kShuk2L2({⌘1>M}) =
Z
{⌘1>M}
      
JX
j=1
Z +1
0
e s⌘1 j(")⇧j(")A 12 A1u(s) ds
      
2
d⌘1,
:=
Z
{⌘1>M}
      
JX
j=1
Shj u
      
2
d⌘1,
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ou`
J := #
 
  valeur propre de A2(0, 1) \   2 iR et @  (0, 1) 2 R⇤+
 
.
Il su t donc de controˆler la contribution de chaque mode. On commence par e´tudier l’ope´rateur
Se qui porte les modes elliptiques.
⇧ Etude de l’ope´rateur Se.
Le point capital dans l’e´tude de l’ope´rateur Se est que l’on dispose d’un bon controˆle de la partie
re´elle du spectre de la matrice re´solvante. En e↵et il existe une borne infe´rieure de ce spectre, note´e
c, strictement positive :
8⌘1 > M, Re
 
sp
 A+(")   ⇢ [c,+1[ . (5.72)
Ainsi on peut majorer brutalement
kSeuk2L2({⌘1>M})  C1
Z +1
M
    Z +1
0
e c⌘1s|u(s)| ds
    2 d⌘1,
 C1
    Z
R
e cs·eu(s) ds    2
L2(R)
, (5.73)
ou` eu de´signe le prolongement de u par ze´ro aux s ne´gatifs et ou` l’on a pose´
C1 = k⇧+kL1({⌘1>M})k⇧˜u2kL1({⌘1>M}).
On peut remarquer que l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz applique´e a` (5.73) abouti a` l’exposant
critique et ne permet donc pas de conclure. C’est pourquoi dans la suite de ce paragraphe on va
appliquer le the´ore`me d’interpolation de Marcinkiewicz.
On de´finit l’ope´rateur Re par :
(Reu)(⌘1) :=
Z
R
e cs⌘1eu(s)ds.
Pour appliquer le the´ore`me d’interpolation de Marcinkiewicz, il faut de´montrer les continuite´s
L1(R)! L1(R) et L1(R)! L1⇤(R) de Re.
⇧ La continuite´ L1(R)! L1(R).
Soit u 2 L1(R), comme |e cs⌘1 |  1 sur R+, il vient :
kReukL1(R)  ku˜kL1(R+)  kukL1(R)
Donc Re est uniforme´ment continu de L1(R) dans L1(R).
⇧ La continuite´ L1(R)! L1⇤(R).
Soit u 2 L1(R),
|(Reu)(⌘1)|  kukL1(R)
Z +1
0
e cs⌘1ds
 kukL1(R)
c|⌘1| .
Donc, pour t > 0, on peut majorer la mesure de l’ensemble des lignes de niveaux :
|{⌘1 2 R, |(Rew)(⌘1)|   t}| 
    ⇢⌘1 2 R, kwkL1(R)c|⌘1|   t
     
 2
ct
kwkL1(R).
5.5. CONSTRUCTION DU SYME´TRISEUR. 109
Par de´finition de la norme sur L1⇤(R) on a
kRewkL1⇤(R) 
2
c
kwkL1(R).
Donc l’ope´rateur Re est continu de L1(R) dans L1⇤(R).
On conclut en appliquant le the´ore`me d’interpolation de Marcinkiewicz qui donne l’existence
d’une constante C inde´pendante de ⇣ telle que :
kReukL2(R)  CkukL2(R).
En particulier pour u 2 L2(R+) appliquant l’ine´galite´ pre´ce´dente au prolongement de u par ze´ro
pour les s ne´gatifs, on obtient :
kReukL2(R)  CkukL2(R+),
ce qui de´montre bien que l’ope´rateur Se est borne´ sur L2(R+) a` valeurs dans L2(R).
⇧ Etude des modes hyperboliques :
Puisque les valeurs propres  j et les projecteurs ⇧j sont re´guliers on e´crit :
 j(") = i j(0) + "@  (0) +O("
2),
⇧j(") = ⇧j(0) +O("),
ou`  j(0) 2 R \ {0} et @  (0) 2 R⇤+. On introduit ensuite
eShj : u! Z +1
0
e s⌘1(i j(0)+"@  (0))⇧j(0)A 12 A1u(s) ds.
D’apre`s l’ine´galite´ triangulaire,
kShuk2L2({⌘1>M}) 
JX
j=1
keShj uk2L2({⌘1>M}) + k(eShj   Shj )uk2L2({⌘1>M}).
Si on note eu le prolongement de u par ze´ro pour les s ne´gatifs, on peut e´crire eShj sous forme de
tranforme´e de Fourier,
eShj u = Fs! j(0)⌘1 ⇣e s @  (0)⇧j(0)A 12 A1eu(s)⌘ .
Par la formule de Plancherel,
keShj uk2L2({⌘1>M})  Cke s @  (0)⇧j(0)A 12 A1eu(s)k2L2s(R),
 Ckuk2L2(R+),
car @  (0) > 0 vu que ⇧j est le projecteur sur le sous-espace instable et que ⇧j(0)A
 1
2 A1 est borne´.
Par conse´quent, il su t maintenant de controˆler le terme d’erreur k(eShj   Shj )uk2L2({⌘1>M}) en
fonction de kuk2L2(R+). Un calcul explicite donne :
(eShj   Shj )u = Z +1
0
e s(i⌘1 j(0)+ @  j(0))
h
e s⌘1O("
2)   1
i
⇧j(0)A 12 A1u(s) ds (5.74)
+
Z +1
0
e s(i⌘1 j(0)+ @  j(0) ⌘1O("
2))O(")A 12 A1u(s) ds,
:= I1 + I2.
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On estime ensuite chacun des termes qui constituent (5.74). Pour cela il su t d’appliquer l’ine´galite´
de Cauchy-Schwarz :
kI1k2  C
Z
⌘1 M
Z +1
0
e 2 @  j(0)sO
 
"2
 
dx d⌘1kuk2L2(R+ ,
 Ckuk2L2(R+ ,
on rappelle que O(") = O
⇣
1
⌘1
⌘
et ou` l’on a utilise´ le fait que
h
e s⌘1O("2)   1
i
= O("). L’estimation
du terme I2 est analogue et passe aussi par l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz.
⇤
Remarque Comme on l’a mentionne´ en de´but de paragraphe cette de´monstration ne donne mal-
heureusement pas une borne inde´pendante de ⇣. Puisque lors de cette de´monstration on fait un
de´coupage en hautes et basses fre´quences (qui de´pend force´ment de ⇣), il semble di cile d’adapter
cette de´monstration pour obtenir le caracte`re uniforme de la borne.
5.6 Re´sume´ et perspectives.
5.6.1 Quelle hypothe`se est utilise´e a` quel endroit ?
⇧ L’hypothe`se de syme´trie sur les matrices Aj .
L’hypothe`se de syme´trie sur les coe cients du proble`me est une hypothe`se ”fil rouge” dans la
construction du syme´triseur. On peut penser que cette hypothe`se n’est pas ne´cessaire. Cependant,
le fait de se ramener a` un proble`me a` coin homoge`ne a` l’inte´rieur utilise de fac¸on non triviale
l’hypothe`se de syme´trie. Le point le plus geˆnant qui apparaˆıt alors si l’on oˆte cette hypothe`se de
syme´trie est qu’il faut alors adapter la construction de syme´triseur d’Osher a` un terme source a`
l’inte´rieur du domaine, f non nul. Dans ce cadre, la complexite´ de la construction des ope´rateurs
Ki (cf. le sous-paragraphe (5.5.1)) est grandement augmente´e car ces ope´rateurs, et plus partic-
ulie`rement leurs traces, de´pendront de f .
⇧ L’hypothe`se 5.3.4.
Comme mentionne´ pre´ce´demment, l’hypothe`se 5.3.4 est utilise´e seulement pour appliquer le
the´ore`me ”fort=faible” de Sarason. Il semble assez di cile de se de´faire de cette hypothe`se et de
montrer un the´ore`me ”fort=faible” di↵e´remment de la me´thode utilise´e par Sarason dans [Sar62].
En e↵et, ”l’astuce” du proble`me aux limites pose´ dans le demi-espace consistant a` re´gulariser par
une approximation de l’unite´ dans les variables tangentielles de manie`re a` conserver la trace sur
le bord semble inapplicable puisque une telle re´gularisation modifie ne´cessairement la valeur de la
seconde trace dans le cas du proble`me a` coin (sauf dans le cas particulier ou` les matrices A1 et
A2 commutent cf. [Pey65]). De meˆme la technique de Rauch [Rau85]-[Rau94], qui passe par des
re´gularisation a` poids, pour le proble`me caracte´ristique ne permet a priori pas de conserver la valeur
des deux traces.
Enfin, l’ide´e de re´gulariser le coin en une courbe lisse pour se ramener a` un proble`me aux limites
pose´ dans un demi-espace pour lequel les conditions de bord varient traite´ par Rauch dans [Rau94],
semble elle aussi voue´e a` l’e´chec en raison du contre-exemple dans [Moy68] qui a rme que si les deux
espaces de conditions aux bord ne sont pas inclus l’un dans l’autre alors le proble`me est mal-pose´.
Or, l’hypothe`se 5.3.3 empeˆche clairement cette inclusion.
⇧ L’hypothe`se 5.3.3.
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L’hypothe`se de non-intersection des noyaux des matrices B1 et B2 est utilise´e uniquement lors
de la construction de l’ope´rateur N (cf. le sous-paragraphe 5.5.2). Cette hypothe`se n’est pas claire-
ment e´crite dans [Osh73], bien qu’elle nous semble y eˆtre utilise´e. Il se peut toutefois que l’on puisse
construire un syme´triseur sans cette hypothe`se. Toutefois e´tant donne´ que cette condition e´carte
assez peu (surtout quand l’un des nombres p1 ou p2 est petit) de conditions aux limites, elle nous
semble eˆtre un prix tre`s raisonnable a` payer.
⇧ L’hypothe`se 5.2.1.
Comme dans le cas du proble`me aux limites, l’hypothe`se de multiplicite´ constante est ”seule-
ment” utilise´e pour obtenir le lemme de structure par blocs pour les matrices re´solvantes. C’est
pourquoi, on pourrait supposer a` la place que l’ope´rateur L(@) est ge´ome´triquement re´gulier (voir
[MZ05] et la de´finition 6.9.1).
5.6.2 Perspectives.
Les premie`res perspectives de ce chapitre consistent a` finir a` proprement parler la de´monstration
du caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin dans le cas ge´ne´ral. Les deux points qu’il reste
a` de´montrer sont les suivants :
⇧ Il faut d’abord de´montrer que les ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣) sont uniforme´ment borne´s par
rapport au parame`tre ⇣. Ce point permettrait de de´montrer que le syme´triseur est borne´ et fournirait
alors l’estimation d’e´nergie a priori. De plus, cette dernie`re serait alors sans pertes. Les ope´rateurs
T1!2(⇣) et T2!1(⇣) ne sont pas des ope´rateurs pseudodi↵e´rentiels mais ce sont des ope´rateurs
inte´graux de Fourier. C’est pourquoi, une de´monstration du caracte`re borne´ uniforme pourrait
peut-eˆtre passer par l’e´tude approfondie des ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣) en tant qu’ope´rateurs
inte´graux de Fourier.
⇧ Il faut ensuite construire une solution faible pour le proble`me a` coin. Il y a alors deux pistes
possibles, ou bien de´montrer que la condition d’Osher passe au proble`me dual, ou bien utiliser la
condition d’Osher pour construire une solution faible ”a` la main”. La premie`re me´thode serait
pre´fe´rable car elle se ge´ne´raliserait aux proble`mes a` coe cients variables.
Une fois le caracte`re fortement bien pose´ de´montre´, on pense qu’il serait aussi inte´ressant de se
pencher sur la question de la re´gularite´ de la solution du proble`me a` coin. Plus pre´cise´ment, on
aimerait savoir si une re´gularite´ Hs des donne´es du proble`me conduit a` une re´gularite´ Hs de la
solution. Ce re´sultat est vrai pour le proble`me aux limites standard.
Cependant pour les proble`mes elliptiques pose´s dans un domaine a` coins, il a e´te´ montre´ (voir
par exemple [Gri89]-[Gri85]) que lorsque l’un des coins e´tait un mutiple rationnel de ⇡, le phe´nome`ne
de re´gularisation elliptique e´tait moins bon que dans le cas d’un domaine re´gulier. Une telle perte de
re´gularite´ ne serait pas anodine pour les proble`mes hyperboliques puisque ces derniers n’ont aucune
re´gularisation. Ainsi, l’on devrait eˆtre amene´, lorsque l’on voudra e´tendre la the´orie au cadre a`
coe cients variables, a` utiliser des the´ore`mes de point fixe plus puissants.
Etendre le caracte`re fortement bien pose´ aux proble`mes a` coe cients constants, dans l’optique
de pouvoir passer aux proble`mes non line´aires, serait biensuˆr une autre perspective. Pour cela, on
pense qu’il faudra adapter la construction du syme´triseur d’Osher qui utilise, de fac¸on non triviale,
le fait que les coe cients soient constants.
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Chapitre 6
De´veloppements d’optique
ge´ome´trique pour des proble`mes a`
coin.
6.1 Introduction.
Le but de ce chapitre est de donner des me´thodes rigoureuses pour construire des de´veloppements
BKW pour des proble`mes hyperboliques pose´s dans un domaine a` coin. On e´tudie donc le proble`me
a` coin : 8>>><>>>:
L(@)u" := @tu" +A1@1u" +A2@2u" = 0, (x1, x2) 2 R2+, t   0,
B1u"|x1=0 = g
",
B2u"|x2=0 = 0,
u"|t0 = 0,
(6.1)
ou` les matrices A1, A2 sont des e´le´ments de MN (R) et les matrices B1, B2 sont dans Mp1,N (R)
et dans Mp2,N (R) respectivement (les valeurs pre´cises des nombres p1 et p2 seront de´crites dans
l’hypothe`se 6.2.3).
On a ici choisi de travailler en seulement deux dimensions d’espace afin de simplifier les notations
mais il n’y a a priori aucune raison de ne pas pouvoir ge´ne´raliser les re´sultats obtenus pour un plus
grand nombre de dimensions d’espace.
Ce chapitre est en un certain sens un comple´ment au papier de Sarason et Smoller sur le su-
jet [SS75] dans lequel les auteurs donnent des intuitions sur comment e´tablir des de´veloppements
haute-fre´quence pour (6.1) mais n’en font pas la construction rigoureuse. Comme le lecteur le verra,
une part importante des ide´es et des exemples de ce chapitre s’inspirent des me´thodes de [SS75].
Le plan sera donc le suivant : en premier lieu on expliquera le phe´nome`ne de ge´ne´ration des
phases par rebond sur le bord du domaine. En particulier, on reprendra la discussion de [SS75]
au sujet de l’importance de la ge´ome´trie de la varie´te´ caracte´ristique de L(@) sur la ge´ne´ration des
phases. Ensuite, on donne trois exemples de de´veloppements BKW pour des syste`mes n’ayant que
deux e´quations (i.e. pour lesquels N = 2, p1 = p2 = 1). L’inte´reˆt de travailler sur des exemples
est que les calculs y sont totalement explicites et par conse´quent cela nous semblait eˆtre une bonne
entre´e en matie`re. De plus, comme on va le voir aux paragraphes 6.3 et 6.8, la ge´ne´ration des phases
sera plus simple dans le cas N = 2 que dans le cas N > 2.
Plus pre´cise´ment, les trois exemples traite´s sont les suivants : l’e´quation des ondes (cf. para-
graphe 6.4), un syste`me pour lequel la section de la varie´te´ caracte´ristique a` ⌧ fixe´ est une ellipse
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(cf. paragraphe 6.5, ⌧ de´signe ici la fre´quence temporelle) et enfin un syste`me dont cette section est
une parabole (cf paragraphe 6.6).
Pour l’e´quation des ondes, un rayon venant frapper une face du bord sera re´fle´chi et s’e´chappera
alors vers l’infini. L’allure des bicaracte´ristiques pour l’e´quation des ondes pose´e dans un domaine
a` coin ne sera donc pas plus riche que dans un demi-espace. Pour l’ellipse, on montrera qu’il existe
des rayons qui ne s’e´chapperont qu’apre`s un nombre fini de rebonds strictement supe´rieur a` un. On
commencera donc a` avoir un trajet des bicaracte´ristiques plus riche que dans le cas du demi-espace.
Enfin, pour la parabole, on construira un de´veloppement BKW pour lequel le nombre de phases
ge´ne´re´es est infini et ou` les rayons de l’optique ge´ome´trique viennent se concentrer au coin. Ce
re´sultat est inte´ressant en soi car il nous informe que ce genre de phe´nome`ne de concentration qui
e´tait attendu est e↵ectivement possible. Mathe´matiquement, la principale nouvelle di culte´ dans
cet exemple est de donner un sens au de´veloppement BKW, dont le premier terme est une se´rie
(ceci en raison du nombre infini de phases).
Ensuite, on s’inte´ressera a` des proble`mes a` coin ayant plus de deux e´quations pour lequels la
situation est plus complique´e et plus riche. En e↵et on verra que dans certains cas, en raison d’un
phe´nome`ne d’autointeraction entre les phases, imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
sur chacune des faces du bord n’est plus su sant pour construire le de´veloppement BKW. On aura
besoin d’une autre condition qui semble eˆtre une version micro-localise´e de la condition au coin
d’Osher [Osh73]-[Osh74b] (voir aussi le sous-paragraphe 5.3.2).
L’apparition de telles versions ”micro-localise´es” de conditions plus ge´ne´rales est de´ja` pre´sente
pour le proble`me aux limites standard dans un demi-espace. Dans ce cas, le caracte`re fortement
bien pose´ du proble`me aux limites est e´quivalent a` la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
et l’on voit apparaitre une version micro-locale de cette meˆme condition lorsque l’on construit le
de´veloppement BKW du proble`me.
Une fois de plus, avant de de´montrer le the´ore`me principal 6.9.2 qui montre que sous une condi-
tion idoine, il est possible de construire le de´veloppement BKW de la solution de (6.1), on a trouve´
assez instructif d’exhiber cette nouvelle condition sur un exemple pour lequel tous les calculs sont
explicites. Cet exemple sera traite´ au sous-paragraphe 6.9.1.
Enfin, dans un dernier paragraphe on e´tudie cette condition de re´solubilite´ qui apparait pour
construire le de´veloppement BKW, et on montre qu’une condition su sante pour que cette condition
soit satisfaite revient a` demander que le bord dissipe su sament d’e´nergie. De plus, on montre sur
un exemple que cette condition de re´solubilite´ ne de´coule pas de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme sur chacune des faces du bord. Cela tend a` confirmer que la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme sur chacune des faces du bord ne peut a` elle seule assurer le caracte`re bien pose´ de (6.1),
voir e´galement le contre-exemple [Osh74a].
6.2 Quelques notations et de´finitions.
On pose
⌦ :=
 
(x1, x2) 2 R2 \ x1 > 0, x2 > 0
 
,
@⌦1 := ⌦ \ {x1 = 0} , et @⌦2 := ⌦ \ {x2 = 0} .
Pour T > 0, on introduit :
⌦T := ] 1, T ]⇥ ⌦, @⌦1,T := ] 1, T ]⇥ @⌦1, et @⌦2,T := ] 1, T ]⇥ @⌦2.
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Dans tout ce qui suit, L de´signe le symbole de l’ope´rateur L(@), i.e. pour ⌧ 2 R et ⇠ 2 R2 :
L(⌧, ⇠) := ⌧ +
2X
j=1
⇠jAj .
La varie´te´ caracte´ristique V de l’ope´rateur L(@) est alors donne´e par
V :=
 
(⌧, ⇠) 2 R⇥ R2 \ det(L(⌧, ⇠)) = 0 .
On se place dans la classe des ope´rateurs hyperboliques a` multiplicite´ constante, c’est-a`-dire que
l’on suppose que l’hypothe`se suivante est satisfaite :
Hypothe`se 6.2.1 Il existe un entier q   1, des fonctions analytiques sur R2 \{0} a` valeurs re´elles
ainsi que des entiers positifs ⌫1, ..., ⌫q tels que
8⇠ 2 S1, det
0@⌧ + 2X
j=1
⇠jAj
1A = qY
k=1
(⌧ +  k(⇠))
⌫k ,
avec  1(⇠) < ... <  q(⇠), et les valeurs propres  k(⇠) de
P2
j=1 ⇠jAj sont semi-simples.
On fait aussi l’hypothe`se que le bord de ⌦ est non caracte´ristique :
Hypothe`se 6.2.2 Les matrices A1 et A2 sont inversibles.
On note pj le nombre de valeurs propres positives (compte´es avec la multiplicite´) de la matrice Aj .
Sous l’hypothe`se 6.2.2, on peut de´finir les matrices re´solvantes :
A1(⇣) :=  A 11 ( I + i⌘A2) ,
A2(⇣) :=  A 12 ( I + i⌘A1) ,
ou` ⇣ de´signe un e´le´ment de l’espace des fre´quences :
⌅ := {⇣ = (  =   + i⌧, ⌘) 2 C⇥ R,     0} \ {(0, 0)} .
Puisque cela sera utile par la suite, on introduit aussi ⌅0 le bord de l’ensemble des fre´quences ⌅,
c’est-a`-dire
⌅0 := ⌅ \ {  = 0} .
Pour j = 1, 2, ⇣ 2 (⌅ \ ⌅0), on note Esj (⇣) le sous-espace stable de la matrice re´solvante Aj(⇣) et
Euj (⇣) son sous-espace instable. Le sous-espace stable E
s
j (⇣) est de dimension pj , tandis que le sous-
espace instable Euj (⇣) est de dimension N  pj . On rappelle le the´ore`me suivant duˆ a` Kreiss [Kre70]
et ensuite ge´ne´ralise´ par Me´tivier [Me´t00] aux syste`mes hyperboliques a` multiplicite´ constante :
The´ore`me 6.2.1 Sous les hypothe`ses 6.2.1 et 6.2.2, pour tout ⇣ 2 ⌅, il existe un voisinage V de
⇣ dans ⌅, des entiers L1, L2   1, deux partitions N = ⌫1,1 + ... + ⌫1,L1 = ⌫2,1 + ... + ⌫2,L2 tels que
⌫1,l, ⌫2,l   1, ainsi que deux matrices T1, T2 inversibles re´gulie`res sur V telles que l’on ait :
8⇣ 2 V, T1(⇣) 1A1(⇣)T1(⇣) = diag
⇣
A1,1(⇣), ...,A1,⌫1,L1 (⇣)
⌘
,
T2(⇣)
 1A2(⇣)T2(⇣) = diag
⇣
A2,1(⇣), ...,A2,⌫2,L2 (⇣)
⌘
,
ou` les blocs Aj,⌫j,l(⇣) sont de taille ⌫j,l et ve´rifient l’une des alternatives suivantes :
i) Tous les e´le´ments dans le spectre de Aj,⌫j,l(⇣) ont une partie re´elle strictement ne´gative.
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ii) Tous les e´le´ments dans le spectre de Aj,⌫j,l(⇣) ont une partie re´elle strictement positive.
iii) ⌫j,l = 1, Aj,⌫j,l(⇣) 2 iR, @ Aj,⌫j,l(⇣) 2 R\{0}, ainsi que Aj,⌫j,l(⇣) 2 iR pour tout ⇣ 2 V \⌅0.
iv) ⌫j,l > 1, 9kij 2 iR tel que
Aj,⌫j,l(⇣) =
264kij i 0. . . i
0 kij
375 ,
le coe cient dans le coin infe´rieur gauche de @ Aj,⌫j,l(⇣) est re´el non nul, et de plus Aj,⌫j,l(⇣) 2
iM⌫i,j (R) pour tout ⇣ 2 V \ ⌅0.
Graˆce a` ce the´ore`me on peut de´crire les quatres types de fre´quences possibles dans ⌅0 pour chacune
des faces du bord :
De´finition 6.2.1 Pour j = 1, 2, on note :
1) Ej l’ensemble des fre´quences elliptiques c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le
the´ore`me 6.2.1 pour la matrice Aj(⇣) est ve´rifie´ avec des blocs de type i) et ii) seulement.
2) Hj l’ensemble des fre´quences hyperboliques c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le
the´ore`me 6.2.1 pour la matrice Aj(⇣) est ve´rifie´ avec des blocs de type iii) seulement.
3) EHj l’ensemble des fre´quences elliptico-hyperboliques c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles
que le the´ore`me 6.2.1 pour la matrice Aj(⇣) est ve´rifie´ avec un bloc de type i), un de type ii) et au
moins un bloc de type iii) mais aucun de type iv).
4) Gj l’ensemble des fre´quences de glancing c’est-a`-dire l’ensemble des ⇣ 2 ⌅0 telles que le
the´ore`me 6.2.1 pour la matrice Aj(⇣) est ve´rifie´ avec au moins un bloc de type iv).
On a donc les partitions suivantes du bord de l’espace des fre´quences :
⌅0 = Ej [ EHj [Hj [ Gj .
L’analyse faite dans [Kre70] et dans [Me´t00] permet de de´montrer que les sous-espaces stables Es1(⇣)
et Es2(⇣) admettent un prolongement par continuite´ sur ⌅0. De plus si ⇣ 2 ⌅0 \ (G1 [ G2) on a la
relation :
CN = Es1(⇣)  Eu1 (⇣) = Es2(⇣)  Eu2 (⇣), (6.2)
et pour j 2 {1, 2} :
Esj (⇣) = E
s,e
j (⇣)  Es,hj (⇣)
Euj (⇣) = E
u,e
j (⇣)  Eu,hj (⇣).
ou` Es,ej (⇣) (resp. E
u,e
j (⇣)) est l’espace propre ge´ne´ralise´ associe´ aux valeurs propres de Aj(⇣) de
partie re´elle strictement ne´gative (resp. positive), et ou` les espaces Es,hj (⇣) et E
u,h
j (⇣) sont des
sommes directes de sous-espaces propres de Aj(⇣) associe´s a` des valeurs propres imaginaires pures.
En fait, on peut donner une de´composition plus pre´cise des espaces Es,hj (⇣) et E
u,h
j (⇣). En
e↵et, soit i!m,j une valeur propre imaginaire pure de Aj(⇣) ; on a alors det(⌧ + ⌘A1 + !m,2A2) =
det(⌧ + !m,1A1 + ⌘A2) = 0, et d’apre`s l’hypothe`se d’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante, on sait
qu’il existe un indice km,j tel que :
⌧ +  km,2(⌘,!m,2) = ⌧ +  km,1(!m,1, ⌘) = 0.
On de´finit alors :
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De´finition 6.2.2 L’ensemble des phases entrantes (resp. sortantes) pour la face @⌦1, note´ E1
(resp. S1), est l’ensemble des indices m tels que la vitesse de groupe vm := r km,1(!m,1, ⌘) ve´rifie
@1 km,1(!m,1, ⌘) > 0 (resp. @1 km,1(!m,1, ⌘) < 0).
De la meˆme fac¸on, l’ensemble des phases entrantes (resp. sortantes) pour la face @⌦2, note´ E2
(resp. S2), est l’ensemble des indices m tels que la vitesse de groupe vm := r km,2(⌘,!m,2) ve´rifie
@2 km,2(⌘,!m,2) > 0 (resp. @2 km,2(⌘,!m,2) < 0).
Avec cette de´finition on peut e´crire la de´composition suivante des espaces Es,hj (⇣) et E
u,h
j (⇣) :
Lemme 6.2.1 Pour j = 1 ou 2, pour tout ⇣ 2 Hj [ EHj, on a
Es,h1 (⇣) =  m2E1 kerL(⌧ ,!m,1, ⌘), Eu,h1 (⇣) =  m2S1 kerL(⌧ ,!m,1, ⌘), (6.3)
Es,h1 (⇣) =  m2E1A1 kerL(⌧ ,!m,1, ⌘), Eu,h1 (⇣) =  m2S1A1 kerL(⌧ ,!m,1, ⌘), (6.4)
Es,h2 (⇣) =  m2E2 kerL(⌧ , ⌘,!m,2), Eu,h2 (⇣) =  m2S2 kerL(⌧ , ⌘,!m,2), (6.5)
Es,h2 (⇣) =  m2E2A2 kerL(⌧ , ⌘,!m,2), Eu,h2 (⇣) =  m2S2A2 kerL(⌧ , ⌘,!m,2), (6.6)
On renvoie par exemple a` [CG10] pour une de´monstration de ce lemme.
Enfin, on donne les di↵e´rentes conditions que doivent satisfaire les matrices intervenant dans les
conditions de bord sur les faces @⌦1, @⌦2. En premier lieu,
Hypothe`se 6.2.3 Les matrices B1 et B2 sont de rang maximal p1 et p2 respectivement, ou` p1 et
p2 sont les nombres de valeurs propres strictement positives de A1 et A2 respectivement compte´es
avec leurs multiplicite´s.
En second lieu, afin d’avoir une chance que les deux proble`mes aux limites classiques composant
le proble`me (6.1) soient bien pose´s, on supposera que le proble`me (6.1) ve´rifie la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces du bord. C’est-a`-dire que l’hypothe`se suivante
est satisfaite :
Hypothe`se 6.2.4 Pour tout ⇣ 2 ⌅ on a
kerB1 \ Es1(⇣) = kerB2 \ Es2(⇣) = {0} .
En particulier la restriction de B1 (resp. B2) au sous-espace stable Es1(⇣) (resp. E
s
2(⇣)) est inversible
d’inverse note´e  1(⇣) (resp.  2(⇣)), uniforme´ment borne´e par rapport a` ⇣ 2 ⌅.
On rappelle ici un re´sultat de Strang [Str69], qui e´tablit que si le nombre d’e´quations N est
e´gal a` 2, alors, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est e´quivalente au caracte`re strictement
dissipatif des conditions de bords (car ces syste`mes peuvent s’e´crire sous une forme syme´trique).
C’est pourquoi dans les exemples des paragraphes 6.4, 6.5 et 6.6, on ne ve´rifiera pas la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme mais seulement le caracte`re strictement dissipatif des matrices B1 et B2.
Pour assurer le caracte`re bien pose´ du proble`me a` coin, plus pre´cise´ment pour pouvoir appliquer
le lemme ”fort=faible” de Sarason [Sar62], on aura besoin de l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 6.2.5 Les valeurs propres re´elles de la matrice A 11 A2 associe´es a` des blocs de Jordan
sont strictement ne´gatives.
Dans tout ce qui suit, afin de s’assurer que les amplitudes dans les de´veloppements BKW sont
re´gulie`res, on aura besoin de se restreindre a` des termes sources sur les faces du bord plats au coin.
On a donc choisi de travailler avec des termes sources sur le bord dans l’ensemble suivant :
H1p :=
n
g 2 H1(R⇥ R+) \ 8k 2 N, @kxg(t, x)|x=0 = 0
o
. (6.7)
Enfin dans tout le corps du texte, les vecteurs seront note´s indi↵e´remment en ligne ou en colonne.
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6.3 La ge´ne´ration des phases pour N = 2.
Avant de construire les de´veloppements d’optique ge´ome´trique il est ne´cessaire de de´crire les phases
qui sont attendues dans ces de´veloppements. Etant donne´ que le bord du domaine ⌦T n’est pas
plat, on s’attend a` ce que les phases qu’il est possible de ge´ne´rer soient plus nombreuses que dans
le cas du proble`me aux limites classique. En e↵et, de prime abord on peut penser qu’un rayon
peut venir se re´fle´chir plusieurs fois sur le bord. Et que les phases associe´es a` chaque rebond soient
di↵e´rentes, ge´ne´rant ainsi plus de phases que dans le cas du proble`me aux limites classique (ceci
sera e↵ectivement le cas d’apre`s l’exemple du paragraphe 6.5).
Il est donc important pour postuler la forme de l’ansatz d’eˆtre en mesure de de´crire toutes les
phases que l’on peut obtenir par rebonds successifs sur les faces du bord.
On reprend ici la discussion de Sarason-Smoller [SS75] qui explique ce phe´nome`ne et montre un
lien tre`s fort entre la ge´ne´ration de phases par rebond et la ge´ome´trie de la varie´te´ caracte´ristique
de l’ope´rateur L(@).
Comme indique´ dans l’introduction on s’inte´resse dans ce chapitre a` des proble`mes a` coin homoge`nes
a` l’inte´rieur et sur l’une des faces, le terme source sur l’autre face e´tant fortement oscillant. On
veut donc comprendre quelles sont les possibles phases issues des re´flexions successives de ce terme
oscillant sur les faces du bord. Dans la suite de ce chapitre, les termes sources oscillants seront
alternativement impose´s sur la face @⌦1 ou sur la face @⌦2, ceci dans le seul but de simplifier les
calculs. On va dans ce paragraphe de´crire la ge´ne´ration des phases lorsque le terme source du
proble`me a` coin (6.1) est sur la face @⌦1 ; le raisonnement pour un proble`me a` terme source sur la
face @⌦2 est similaire.
En guise d’entre´e en matie`re, on de´crit dans ce paragraphe la ge´ne´ration des phases pour un
proble`me a` coin de deux e´quations (N = 2). La description de la ge´ne´ration des phases dans ce cas
particulier aura deux avantages par rapport au cas N > 2, de´crit au paragraphe 6.8, qui simplifient
fortement l’e´tude. D’abord, pour N = 2, un rayon qui vient frapper une face du bord ne peut se
re´fle´chir qu’en un seul rayon. Ensuite, si le terme source sur le bord oscille selon une fre´quence
hyperbolique pour la matrice re´solvante alors on ne pourra ge´ne´rer que des phases re´elles. Se
placer sous de telles simplifications nous a donc semble´ eˆtre be´ne´fique pour bien comprendre le
processus de ge´ne´ration des phases.
6.3.1 Les phases ge´ne´re´es par le terme source.
Le proble`me a` coin dont on de´crit la ge´ne´ration des phases est le suivant :8>><>>:
L(@)u = 0, (x1, x2) 2 ⌦,
B1u|x1=0 = g
",
B2u|x2=0 = 0,
u|t0 = 0,
(6.8)
ou` les matrices B1, B2 2M1,2(R). En e↵et, on suppose ici que les matrices A1 et A2 ont chacune
une valeur propre positive et une valeur propre ne´gative (sinon, le proble`me se rame`ne facilement a`
un proble`me aux limites standard). Le terme source sur la face @⌦1 dans le proble`me a` coin (6.8)
s’e´crit sous la forme :
g"(t, x2) := e
i
"'(t,x2)g(t, x2), (6.9)
ou` l’amplitude g 2 H1p , et est nulle pour les temps ne´gatifs. La phase plane ' est de´finie par :
'(t, x2) := ⌧ t+ ⇠2x2,
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ou` les parame`tres ⌧ > 0 et ⇠
2
2 R sont fixe´s.
Comme indique´ au de´but de ce paragraphe, on choisit de de´crire les phases ge´ne´re´es par le terme
source g" lorsque la fre´quence (⌧ , ⇠
2
) est hyperbolique pour la matrice re´solvante A1, c’est-a`-dire
que la matrice A1(i⌧ , ⇠2) est diagonalisable a` valeurs propres imaginaires pures.
Puisque g appartient a` H1p , le terme source g" est nul au coin. C’est pourquoi par vitesse finie
de propagation, on peut, dans un premier temps, voir le proble`me a` coin (6.8) comme un proble`me
aux limites standard pose´ dans le demi-espace {x1   0}.
Les proble`mes aux limites standards pour des termes sources fortement oscillants selon une
phase hyperbolique ont de´ja` e´te´ e´tudie´s (voir par exemple [CG10]). On s’attend donc a` ce que le
terme source g" sur la face @⌦1 induise deux rayons oscillants selon les phases :
'0e(t, x) := '(t, x2) + ⇠
0,e
1
x1,
'0s(t, x) := '(t, x2) + ⇠
0,s
1
x1,
ou` ⇠0,e
1
(resp. ⇠0,s
1
) est la racine en ⇠1 de la relation de dispersion det(L(⌧ , ⇠1, ⇠2)) = 0 dont la vitesse
de groupe associe´e v0e (resp. v
0
s) a` la phase '
0
e (resp. '
0
s) est entrante (resp. sortante) pour la face
@⌦1 (cf. de´finition 6.2.2).
Une remarque tre`s importante pour la suite de ce chapitre est que ⇠e
1
et ⇠s
1
sont les points
d’intersection de la section de la varie´te´ caracte´ristique V a` ⌧ = ⌧ avec la droite d’e´quationn
(⌧ , ⇠1, ⇠2), ⇠1 2 R
o
.
On e´tudie se´pare´ment l’influence des phases '0e et '
0
s sur la ge´ne´ration des phases.
⇧ La phase '0s.
La phase '0s, associe´e a` une vitesse de groupe sortante, de´crit le ”passe´” de l’information qui
se trouve sur le bord. C’est-a`-dire que pour connaˆıtre la provenance d’un point sur la face @⌦1, il
su t de suivre la bicaracte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe v0s en remontant le temps vers
 1.
On est amene´ a` se´parer deux cas, pre´cisant ainsi la de´finition 6.2.2 :
De´finition 6.3.1 Une vitesse de groupe v = (v1, v2) sortante pour la face @⌦1 (i.e. pour laquelle
v1 < 0) est :
• sortante-entrante si v2 > 0.
• sortante-sortante si v2 < 0.
• Premier sous-cas : v0s sortante-sortante.
On fixe un point sur la face @⌦1 et on trace la bicaracte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe v0s
passant par ce point. Puisque v0s est sortante-sortante pour les deux faces, l’information au point
de la face @⌦1 conside´re´ ne peut provenir que d’une information qui a e´te´ transporte´e de l’inte´rieur
du domaine, ou de fac¸on e´quivalente, une information qui a suivi la bicaracte´ristique conside´re´e
lorsque l’on a parcouru les temps ne´gatifs. Or, en l’absence de terme source a` l’inte´rieur, une
telle information n’existe pas. Par conse´quent, l’amplitude associe´e a` la phase '0s est nulle et elle
n’influence ni le de´veloppement BKW ni la ge´ne´ration des phases.
Dans les futurs de´veloppements BKW (sauf au paragraphe 6.4 pour insister sur le fait que
l’amplitude associe´e est nulle), on ne prendra donc pas en compte les phases sortantes-sortantes si
le terme source a` l’inte´rieur est nul.
• Deuxie`me sous-cas : v0s sortante-entrante.
Une nouvelle fois, on fixe un point sur la face @⌦1 et on trace la bicaracte´ristique associe´e a` la vitesse
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de groupe v0s passant par ce point. Comme pour le cas d’une vitesse de groupe sortante-sortante, en
l’absence de terme source a` l’inte´rieur du domaine, l’information au point de la face @⌦1 conside´re´e
ne peut provenir que d’une information qui aurait e´te´ ramene´e de l’inte´rieur du domaine.
Cependant, la bicaracte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe v0s frappe la face @⌦2 lorsque
l’on remonte le temps vers  1, donc l’information au point de la face @⌦1 pourrait provenir d’une
information sur la face @⌦2 qui aurait e´te´ transporte´e vers la face @⌦1. Ce n’est ne´anmoins pas
possible, au temps t = 0 puisque la condition de bord sur @⌦2 est homoge`ne pour les temps ne´gatifs.
Donc, l’amplitude associe´e a` la phase '0s est nulle au temps t = 0. C’est pourquoi, on ne la
prend pas initialement en compte dans le processus de ge´ne´ration des phases.
On insiste ici sur le fait que, dans le cas sortant-entrant, on e´carte la phase '0s a priori que pour
le temps t = 0. En e↵et, il se pourrait ou du moins on ne peut e´carter la possibilite´ que la phase
'0s se trouve eˆtre ge´ne´re´e suite a` un rebond sur la face @⌦2. On reviendra sur cette remarque a`
la fin de ce paragraphe, apre`s avoir de´crit pre´cise´ment ce que l’on entend par rebond sur la face @⌦2.
⇧ La phase '0e.
La phase '0e est associe´e a` une vitesse de groupe entrante. Au contraire de la phase '
0
s, elle
de´crit le ”futur” du terme source g". C’est-a`-dire, que lorsque que l’on de´roule le temps vers +1, le
terme source oscillant g" est transporte´ le long de la bicaracte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe
v0e . Donc, la phase '
0
e transporte une information non nulle et il faut la prendre en compte dans le
processus de ge´ne´ration des phases.
On doit ne´anmoins une fois de plus, se´parer deux cas. Ceci se fait en a nant la de´finition 6.2.2
de la fac¸on suivante :
De´finition 6.3.2 Une vitesse de groupe v = (v1, v2) entrante pour la face @⌦1 (i.e. pour laquelle
v1 > 0) est :
• entrante-entrante si v2 > 0.
• entrante-sortante si v2 < 0.
Les quatres types de phases oscillantes conside´re´es dans cette analyse sont indique´s a` la figure 6.1.
Figure 6.1: Les quatres types de phases oscillantes.
• Premier sous-cas : v0e entrante-entrante.
On choisit un point (0, x2), sur la face @⌦1 tel que g
"(·, x2) soit non nulle et on trace la bicar-
acte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe v0e passant par ce point. Lorsque l’on de´roule le temps
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vers +1, l’information transporte´e le long de cette bicaracte´ristique ne rencontre jamais la face
@⌦2 et ne pourra pas ge´ne´rer de nouvelles phases par rebond sur cette face.
Donc, lorsque la vitesse de groupe v0e est entrante-entrante, le processus de ge´ne´ration des phases
s’arreˆte et il n’y aura qu’une seule amplitude non nulle dans le de´veloppement BKW.
Ce cas est de peu d’inte´reˆt pour notre e´tude, car il se comporte exactement comme le proble`me
aux limites standard. La singularite´ apporte´e par le coin est totalement ignore´e.
• Sous-cas v0e entrante-sortante.
On choisit un point (0, x2), sur la face @⌦1 tel que g
"(·, x2) soit non nulle et on trace la bicar-
acte´ristique associe´e a` la vitesse de groupe v0e passant par ce point. L’information porte´e par cette
bicaracte´ristique vient donc frapper, apre`s un certain temps de parcours, la face @⌦2. On s’attend
donc a` ce que le rayon se re´fle´chisse et que ce rebond ge´ne`re une nouvelle phase. C’est ce proce´de´
ce que l’on va de´crire dans le prochain sous-paragraphe.
6.3.2 Le premier rebond.
On se place a` un temps su samment grand pour que le rayon de vitesse de groupe entrante-sortante
v0e commence a` frapper la face @⌦2. Par vitesse finie de propagation, la re´flexion de ce rayon ne peut
pas frapper la face @⌦1 imme´diatement. C’est pourquoi, pendant un temps assez petit, on peut
voir cette situation comme un proble`me aux limites standard pose´ dans le demi-espace {x2   0}
dont le terme source sur le bord a e´te´ allume´ par la phase sortante (pour la face @⌦2) '0e. Il faut
alors de´terminer la phase entrante de ce nouveau proble`me. Puisque la phase '0e e´tait la phase de
vitesse de groupe sortante associe´e a` la fre´quence (⌧ , ⇠0,e
1
, ⇠
2
) solution de la relation de dispersion
det(L(⌧ , ⇠0,e
1
, ⇠
2
)) = 0, la phase entrante s’e´crit sous la forme
'1e(t, x) := ⌧ t+ ⇠
0,e
1
x1 + ⇠
1
2x2,
ou` ⇠12 est la deuxie`me racine en ⇠2 de la relation de dispersion det(L(⌧ , ⇠0,e1 , ⇠2)) = 0. On insiste ici
sur le fait que puisque la matrice A2 est inversible, la relation de dispersion det(L(⌧ , ⇠0,e1 , ⇠2)) = 0
est de degre´ deux dans la variable ⇠2. Comme cette e´quation admet de´ja` une racine re´elle ⇠2, la
seconde racine ⇠12 sera automatiquement re´elle. La vitesse de groupe, v
1
e = (v
1
e,1, v
1
e,2) associe´e a` la
phase '1e ve´rifie v
1
e,2 > 0.
Il est inte´ressant de remarquer que ⇠12 est l’un des points d’intersection de la section de la varie´te´
caracte´ristique V a` ⌧ = ⌧ avec la droite d’e´quation
n
(⌧ , ⇠0,e
1
, ⇠2), ⇠2 2 R
o
. Ainsi, pour de´terminer le
premier rebond ulte´rieur, on a e´te´ amene´ a` conside´rer, les points d’intersection de V a` ⌧ = ⌧ avec
une droite horizontale, puis une droite verticale (voir figure 6.3.2). C’est cela que l’on entendait au
de´but de ce paragraphe par de´pendance de la ge´ne´ration des phases par rapport a` la ge´ome´trie de
la varie´te´ caracte´ristique.
Comme dans le cas des phases induites par le terme source, on doit se´parer deux cas en fonction
du signe de v1e,1.
⇧ v1e,1 > 0 (v1e est alors entrante-entrante).
Dans ce cas, comme lorsque la vitesse de groupe v0e e´tait entrante-entrante, le rayon rebondi ne
viendra jamais frapper la face @⌦1 et ne sera jamais rebondi. La ge´ne´ration des phases s’arreˆte donc
la`. Il y aura deux amplitudes non nulles dans le de´veloppement BKW (c’est le cas de l’e´quation des
ondes, cf. paragraphe 6.4).
⇧ v1e,1 < 0 (v1e est alors sortante-entrante).
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Figure 6.2: Lien entre la ge´ome´trie de la varie´te´ caracte´ristique et la ge´ne´ration des phases.
Le rayon rebondi se dirige alors vers la face @⌦1 et frappe cette dernie`re apre`s un certain temps
de parcours. On doit donc e´tudier comment il se re´fle´chit sur cette face ; ceci est fait dans le
sous-paragraphe suivant.
6.3.3 Les rebonds suivants et re´sume´.
Le rayon qui vient frapper la face @⌦1 est sortant pour cette face. C’est pourquoi, comme dans le
cas du premier rebond, il est re´fle´chi en un rayon entrant pour la face @⌦1. Pour de´terminer la phase
associe´e a` ce rayon, il faut de´terminer les racines dans la variable ⇠1 de la relation de dispersion
det(L(⌧ , ⇠1, ⇠12)) = 0. On connait de´ja` une des racines qui est donne´e par ⇠1 = ⇠0,e1 , on note ⇠21 la
seconde racine, la phase entrante pour la face @⌦1 est donc :
'2e(t, x) := ⌧ t+ ⇠
2
1x1 + ⇠
1
2x2.
Une fois de plus, le futur du processus de ge´ne´ration des phases de´pend de la nature de la vitesse
de groupe associe´e a` la phase '2e. En e↵et, si cette dernie`re est entrante-entrante, le rayon rebondi
ne frappera jamais la face @⌦2, il ne sera jamais rebondi et le processus s’arreˆte. Le de´veloppement
BKW contiendra alors trois amplitudes non nulles. Mais si la phase '2e est entrante-sortante, alors
elle viendra frapper la face @⌦2 et on sera amene´ a` conside´rer son rebond sur cette face comme on
l’a fait au sous-paragraphe pre´ce´dent.
En re´sume´, le processus de ge´ne´ration des phases est le suivant. On de´marre d’un terme source
sur la face @⌦1 et l’on e´tudie seulement les re´fle´xions possibles de la phase entrante pour cette face.
L’analyse de [CG10] montre en e↵et qu’il existe une unique phase entrante et une unique phase
sortante lors de chaque phe´nome`ne de re´flexion conside´re´. Si la phase est entrante-entrante, le
proce´de´ s’arreˆte, sinon on de´termine la phase rebondie sur @⌦2 et on l’ajoute dans l’ansatz. Si cette
nouvelle phase est sortante-entrante on de´terminera son rebond sur la face @⌦1, sinon on s’arreˆte.
On est amene´ a` conside´rer une suite de phases qui sont alternativement associe´es a` des vitesses
de groupes entrantes-sortantes et sortantes-entrantes, et ceci jusqu’a` ce que lors d’un rebond, la
phase obtenue par rebond soit entrante-entrante, ce qui marque la fin du processus de ge´ne´ration
des phases.
Il y a bien suˆr deux possibilite´s, ou bien on rencontre e↵ectivement une phase entrante-entrante,
alors le nombre de phases ge´ne´re´es sera fini (cf. paragraphes 6.4 et 6.5), ou bien on ne rencontre
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jamais de phase entrante-entrante (cf. paragraphe 6.6 et 6.7), alors le processus de ge´ne´ration de
phases ne s’arreˆte jamais et le nombre de phases non nulles attendues dans le de´veloppement BKW
est infini.
On peut remarquer que le proce´de´ de ge´ne´ration des phases dans le cas N = 2 induit une relation
d’ordre total naturelle sur les phases. En e↵et, le plus petit e´le´ment est la phase ge´ne´re´e par le terme
oscillant sur la face @⌦1, le suivant, la phase obtenue lors du premier rebond et plus ge´ne´ralement,
le nie`me e´le´ment est la phase obtenue lors du (n  1)ie`me rebond. Cette relation d’ordre coincidera
avec l’ordre dans lequel on de´terminera les amplitudes dans le de´veloppement BKW.
Dans tout ce sous-paragraphe, on s’est place´ sous l’hypothe`se tacite selon laquelle lorsque l’on
explore les rebonds successifs on ne rencontre jamais de phase de glancing. Cette hypothe`se sera
ve´rifie´e dans les exemples des paragraphes 6.4-6.5-6.6 et 6.7 et sera explicitement formule´e dans le
cas ge´ne´ral du paragraphe 6.9.
On conclut ce paragraphe en revenant sur le cas ou` l’amplitude '0s est associe´e a` une vitesse
de groupe sortante-entrante. On avait alors e´carte´ cette amplitude du de´veloppement BKW sans
toutefois exclure le fait qu’elle doive devoir eˆtre conside´re´e apre`s un certain nombre de rebonds. En
fait, dans le cas N = 2, on peut totalement l’exclure. En e↵et, si on note
'n(t, x) := ⌧ t+ ⇠
n
1 x1 + ⇠
n
2 x2,
la nie`me phase obtenue lorsque l’on applique le processus de ge´ne´ration pre´ce´dent, alors le lemme
8.1 de [SS75] a rme que les suites (⇠n1 )n et (⇠
n
2 )n sont monotones. Cette monotonie exclut donc la
possibilite´ de ge´ne´rer la phase '0s lors d’un rebond.
Ce re´sultat ne sera plus vrai lorsque N > 2 et sera la cause de la possibilite´ d’avoir des phases
autointeragissantes dans le de´veloppement BKW.
6.4 L’e´quation des ondes.
On s’inte´re`sse a` l’e´quation des ondes pose´e dans un quart d’espace. C’est-a`-dire que l’on conside`re
le proble`me a` coin :8>>>>><>>>>>:
L(@)u" := @tu" +

1 0
0  1
 
@1u" +

0 1
1 0
 
@2u" = 0, (x1, x2) 2 ⌦,
B1u"|x1=0 :=
⇥
1  a⇤u"|x1=0 = 0,
B2u"|x2=0 :=
⇥ b 1⇤u"|x2=0 = g",
u"|t0 = 0.
(6.10)
Afin d’assurer que ce proble`me est fortement bien pose´, on doit imposer la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme sur les deux faces du bord de ⌦. Cependant, comme on l’a de´ja` mentionne´,
puisque le syste`me conside´re´ n’a que deux e´quations, on peut appliquer le the´ore`me de Strang [Str69].
Ce dernier donne l’e´quivalence entre le caracte`re fortement dissipatif des conditions de bord et la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (qui dans ce cas se ve´rifie tre`s facilement puisque tous les
calculs sont explicites).
Ainsi il su t de de´terminer les parame`tres a et b tels que les conditions de bords soient stricte-
ment dissipatives ; un simple calcul donne les conditions :
|a| < 1, b < 0. (6.11)
D’apre`s le the´ore`me 4.2.1 on sait que le proble`me a` coin (6.10) est fortement bien pose´ puisque ce
dernier est syme´trique non caracte´ristique et ve´rifie l’hypothe`se 6.2.5 (en e↵et les valeurs propres de
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A 11 A2 sont ±i) ; par conse´quent, pour tout T > 0, le proble`me (6.10) admet une unique solution
u" 2 C(] 1, T ] ;L2(⌦)) lorsque le terme de bord g" est au moins dans L2(@⌦2,T ).
Le but de ce qui suit est de construire une solution approche´e du proble`me a` coin (6.10) lorsque
l’on choisit un terme de bord g" fortement oscillant.
6.4.1 Description des phases.
On e´tudie ici plus pre´cise´ment les re´flexions possibles sur les deux faces pouvant provenir du terme
source fortement oscillant impose´ sur la face @⌦2, ceci dans le but de pouvoir de´terminer les phases
engendre´es (dans cet exemple le nombre de phases sera fini) et donc de pouvoir postuler un ansatz
pour le de´veloppement BKW.
On choisit de travailler avec un terme source sur la face @⌦2 de la forme :
g"(t, x1) := e
i
"(⌧ t+x1⇠1)g(t, x1),
avec g dans H+1p (@⌦2), nulle pour les temps ne´gatifs, ou` la fre´quence (i⌧ , ⇠1) est hyperbolique pour
la matrice re´solvante :
A2( , ⌘) :=  A 12 (  + i⌘A1) .
La zone hyperbolique de la matrice A2 est
 
(⌧, ⇠1) 2 R2 \ |⌧ | > |⇠1|
 
. Sans perte de ge´ne´ralite´ on
peut supposer que ⌧ est strictement positif. Et par syme´trie on peut supposer que ⇠
1
est strictement
positif.
Les valeurs propres imaginaires pures de A2(i⌧ , ⇠1), qui sont de la forme ±i⇠2, sont les racines
de :
det(⌧ + ⇠
1
A1 ± ⇠2A2) = 0,
ce qui e´quivaut a` dire que le triplet (⌧ , ⇠
1
,±⇠2) est un e´le´ment de la varie´te´ caracte´ristique de L(@).
Or un simple calcul montre que la varie´te´ caracte´ristique de l’e´quation des ondes est , a` ⌧ fixe´, un
cercle de rayon ⌧ dans les fre´quences spatiales. On en de´duit donc que :
⇠2 =
q
⌧2   ⇠2
1
.
On peut de plus calculer explicitement :
kerL(⌧ , ⇠
1
,+⇠2) = vect {( µ, 1)} et kerL(⌧ , ⇠1, ⇠2) = vect {(µ, 1)} , (6.12)
ou` l’on a pose´ :
µ :=
s
⌧   ⇠
1
⌧ + ⇠
1
. (6.13)
Les deux noyaux associe´s aux phases obtenues par re´flexion sont donne´s par :
kerL(⌧ , ⇠
1
,+⇠2) = vect
⇢✓
1
µ
, 1
◆ 
et kerL(⌧ , ⇠
1
, ⇠2) = vect
⇢✓
  1
µ
, 1
◆ 
. (6.14)
On pose donc dans la suite :
'1(t, x) := ⌧ t+ ⇠1x1 + ⇠2x2, (6.15)
'2(t, x) := ⌧ t+ ⇠1x1   ⇠2x2,
'3(t, x) := ⌧ t  ⇠1x1   ⇠2x2,
'4(t, x) := ⌧ t  ⇠1x1 + ⇠2x2.
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Pour chaque phase 'j , on peut calculer la vitesse de groupe vj associe´e :
v1 =  v3 =   1|(⇠
1
, ⇠2)|(⇠1, ⇠2), (6.16)
v2 =  v4 =   1|(⇠
1
, ⇠2)|(⇠1, ⇠2),
ces expressions montrent que la vitesse de groupe v1 est sortante-sortante, v2 est sortante-entrante,
v3 entrante-entrante et enfin que v4 est une vitesse de groupe entrante-sortante. On conclut ce
sous-paragraphe par le sche´ma suivant qui reprend la ge´ne´ration des phases.
-2,4 -2 -1,6 -1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4
-1,6
-1,2
-0,8
-0,4
0,4
0,8
1,2
1,6
℥_1
℥_2
Figure 6.3: Section de la varie´te´ caracte´ristique pour l’e´quation des ondes.
6.4.2 Construction du de´veloppement BKW.
Afin de prendre en compte les possibles re´flexions de´crites dans la partie pre´ce´dente, on choisit de
travailler avec un ansatz de la forme :
u"(t, x) ⇠
4X
j=1
e
i
"'j(t,x)
X
n 0
"nun,j(t, x), (6.17)
ou` l’on rappelle que les phases 'j sont de´finies en (6.15).
Injectant cet ansatz dans l’e´quation d’e´volution du proble`me a` coin (6.10), identifiant les puis-
sances de " une a` une, puis par inde´pendance line´aire des phases. On obtient la cascade d’e´quations
suivante :
8j = 1, ..., 4,
⇢ L(d'j)u0,j = 0,
iL(d'j)un+1,j + L(@)un,j = 0, 8n 2 N, (6.18)
ou` l’on a utilise´ la relation :
L(@)
0@e i"'X
n 0
"nun
1A ⇠ e i"'
0@i X
n  1
"nL(d')un+1 +
X
n 0
"nL(@)un
1A .
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Ensuite, injectant l’ansatz (6.17) dans les conditions au bord, on obtient :
8n 2 N,
8><>:
B1
h
e
i
"x2⇠2 (un,1 + un,4) + e
  i"x2⇠2 (un,2 + un,3)
i
|x1=0
= 0,
B2
h
e
i
"x1⇠1 (un,1 + un,2) + e
  i"x1⇠1 (un,3 + un,4)
i
|x2=0
= e
i
"x1⇠1 n,0g,
(6.19)
ou`  n,p de´signe le symbole de Kronecker. Comme pour l’e´quation d’e´volution, en identifiant les
amplitudes en fonction de la phase a` laquelle elles sont associe´es, on peut de´composer les conditions
de bords (6.19) sous la forme du syste`me suivant :
8n 2 N,
8>>><>>>:
B1 [un,1 + un,4]|x1=0 = 0,
B1 [un,2 + un,3]|x1=0 = 0,
B2 [un,1 + un,2]|x2=0 =  n,0g,
B2 [un,3 + un,4]|x2=0 = 0.
(6.20)
Enfin, injecter l’ansatz dans la condition initiale du proble`me a` coin (6.10) revient a` imposer :
8j = 1, ..., 4, 8n 2 N, un,j|t0 = 0. (6.21)
Construction du terme principal.
Pour de´terminer le terme principal il nous faut de´terminer les quatre amplitudes d’ordre 0 en ", et
plus particulie`rement il nous faut trouver l’ordre dans lequel e↵ectuer cette re´solution.
• Le terme u0,1.
Regroupant les e´quations (6.18)-(6.20)-(6.21), le terme u0,1 doit satisfaire le syste`me d’e´quations :8>>>>><>>>>>:
L(d'1)u0,1 = 0,
iL(d'1)u1,1 + L(@)u0,1 = 0,
B1 [u0,1 + u0,4]|x1=0 = 0,
B2 [u0,1 + u0,2]|x2=0 = g,
u0,1|t0 = 0.
(6.22)
Afin de re´soudre l’e´quation (6.22), pour j = 1, ..., 4, on a besoin de de´finir les projecteurs Pj sur
ker(L(d'j)) paralle`lement a` Im(L(d'2)). On introduit aussi Rj le pseudo-inverse de L(d'j) de´fini
par les relations :
RjL(d'j) = I   Pj , RjPj = PjRj = 0.
La premie`re e´quation de (6.22), impose donc que l’amplitue u0,1 est polarise´e sur le noyau de
L(d'1) c’est-a`-dire :
u0,1 = P1u0,1.
Injectant cette condition de polarisation dans la deuxie`me e´quation de (6.22) et composant par P1,
on obtient :
P1L(@)P1u0,1 = 0.
Or, d’apre`s le lemme de Lax [Lax57], on a la relation suivante :
P1L(@)P1u0,1 = (@t + v1 ·rx)P1u0,1. (6.23)
6.4. L’E´QUATION DES ONDES. 127
Ainsi on a re´e´crit le syste`me (6.22) sous la forme :8>>><>>>:
(@t + v1 ·rx)P1u0,1 = 0,
B1 [u0,1 + u0,4]|x1=0 = 0,
B2 [u0,1 + u0,2]|x2=0 = g,
u0,1|t0 = 0.
Le point crucial pour re´soudre ce syste`me est de remarquer que la vitesse de groupe v1 est
sortante pour les deux faces du quart d’espace. Ainsi, l’e´quation de transport (6.23) ne voit pas les
conditions de bord et le syste`me pre´ce´dent se re´e´crit sous la forme (cf. [CG10]) :⇢
(@t + v1 ·rx)P1u0,1 = 0,
u0,1|t0 = 0.
(6.24)
En inte´grant ce syste`me le long des courbes caracte´ristiques, on peut de´terminer P1u0,1 et donc
u0,1 en tant que solution d’une e´quation de transport sortante. La solution de cette e´quation e´tant
aussi re´gulie`re que les termes sources, les traces de cette solution sont aussi de´termine´es. Enfin,
l’e´quation de transport e´tant homoge`ne on en de´duit que u0,1 ainsi que ses traces sont nulles.
Remarque Si l’on ajoutait un terme source a` l’inte´rieur de l’e´quation d’e´volution du proble`me
(6.10) de la forme :
f "(t, x) = e
i
"'1f1(t, x),
avec f1 dansH1(⌦T ), alors l’e´quation de transport (6.24), modifie´e par un terme source convenable,
permettrait toujours de de´terminer u0,1 ainsi que ses traces, mais a priori ces objets seraient non nuls.
• Le terme u0,2. Re´ite´rant le meˆme raisonnement que pour le terme u0,1, la condition de
polarisation sur le noyau de L(d'2) et le lemme de Lax permettent de re´e´crire les e´quations (6.18)-
(6.20)-(6.21) satisfaites par le terme u0,2 sous la forme (ou` l’on a utilise´ le fait que u0,1 ⌘ 0) :8>>><>>>:
(@t + v2 ·rx)P2u0,2 = 0,
B1 [u0,2 + u0,3]|x1=0 = 0,
B2 [u0,2]|x2=0 = g,
u0,2|t0 = 0.
(6.25)
Pour re´soudre cette e´quation, il su t de remarquer que la vitesse de groupe v2 est entrante pour
la face @⌦2 et sortante pour la face @⌦1. Donc l’e´quation de transport (6.25) a uniquement besoin
d’une condition de bord sur la face @⌦2 et l’on n’a pas besoin de conside´rer celle sur la face @⌦1.
Concernant la condition de bord sur @⌦2, utilisant le fait que ker(L(d'2)) = Es2
⇣
⌧ , ⇠
1
⌘
et la
condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, cette condition de bord en @⌦2 peut se reformuler sous
la forme :
u0,2|x2=0 =  2
⇣
⌧ , ⇠
1
⌘
g.
Cette e´quation de´termine donc de fac¸on unique u0,2|x2=0 .
Remarque Ici, l’emploi de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme peut eˆtre remplace´ par un
calcul explicite ; en e↵et, d’apre`s (6.12), la restriction de B2 a` kerL(d'2) s’e´crit :⇥ b 1⇤ µ
1
 
=  bµ+ 1 > 0,
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car µ > 0 et b < 0, donc
u0,2|x2=0 =
g(t, x1)
1  bµ

µ
1
 
. (6.26)
On a donc ramene´ le syste`me (6.25) a` une e´quation de transport de la forme :8><>:
(@t + v2 ·rx)P2u0,2 = 0,
u0,2|x2=0 =  2
⇣
⌧ , ⇠
1
⌘
g,
u0,2|t0 = 0,
(6.27)
qui permet de de´terminer P2u0,2 et donc u0,2. Puisque u0,2 admet la meˆme re´gularite´ que g, u0,2
est dans H+1(⌦T ) et u0,2|x1=0 est dans H
+1(@⌦1,T ), on verra par la suite que u0,2|x1=0 est en fait
meˆme dans H1p .
• Le terme u0,4. Le syste`me ve´rifie´ par u0,4 peut se re´e´crire sous la forme :8>>><>>>:
(@t + v4 ·rx)P4u0,4 = 0,
B1u0,4|x1=0 = 0,
B2 [u0,3 + u0,4]|x2=0 = 0,
u0,4|t0 = 0.
(6.28)
Puisque la vitesse de groupe v4 est sortante pour la face @⌦2 et entrante pour la face @⌦1, on peut
en utilisant les meˆmes arguments que ceux de´crits pour l’amplitude u0,2, oˆter la condition de bord
sur @⌦2 .
D’apre`s (6.14) la restriction de B1 a` kerL(d'4) s’e´crit :⇥
1  a⇤  1µ
1
 
=
1
µ
  a > 0,
car µ 2 ]0, 1[ et |a| < 1. Donc B1| kerL(d'4) est bien inversible, d’inverse note´e  1
⇣
⌧ , ⇠
2
⌘
.
Par conse´quent comme pour la construction de u0,2, le syste`me (6.28) se re´ecrit sous la forme
de l’e´quation de transport : 8<:
(@t + v4 ·rx)P4u0,4 = 0,
u0,4|x1=0 = 0,
u0,4|t0 = 0,
(6.29)
qui permet de montrer que u0,4 ⌘ 0.
• Le terme u0,3. Une fois de plus on re´e´crit le syste`me ve´rifie´ par u0,3 sous la forme d’une e´quation
de transport a` vitesse v3. Celle-ci e´tant entrante pour les deux faces, on se doit de conserver les
deux conditions de bord : 8>>><>>>:
(@t + v3 ·rx)P3u0,3 = 0,
B1 [u0,2 + u0,3]|x1=0 = 0,
B2 [u0,3]|x2=0 = 0,
u0,3|t0 = 0.
(6.30)
D’apre`s la condition de polarisation, u0,3 2 kerL(d'3), et utilisant le fait que B1| kerL(d'3) et
B2| kerL(d'3) sont inversibles d’inverse respectives  1 (⌧ , ⇠2) et  2
⇣
⌧ , ⇠
1
⌘
, les conditions de bord
de (6.30) se mettent sous la forme :
u0,3|x1=0 =   1 (⌧ , ⇠2)B1u0,2|x1=0 ,
u0,3|x2=0 = 0.
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Ainsi les traces de u0,3 sont de´termine´es de fac¸on unique car u0,2|x1=0 a e´te´ construite pre´ce´demment.
Donc l’e´quation (6.30) peut-eˆtre re´solue de fac¸on unique en tant qu’e´quation de transport ou` toutes
les conditions sont de´termine´es :8>>><>>>:
(@t + v3 ·rx)P3u0,3 = 0,
u0,3|x1=0 =   1 (⌧ , ⇠2)B1u0,2|x1=0 ,
u0,3|x2=0 = 0,
u0,3|t0 = 0.
(6.31)
ce qui termine la construction de u0,3 et celle du terme principal du de´veloppement BKW.
On re´capitule la construction du terme d’ordre ze´ro en " dans le de´veloppement BKW par la
proposition suivante :
Proposition 6.4.1 Pour tout T > 0, on a construit quatres fonctions, (u0,j)j=1,...,4 2 H1(⌦T ),
qui ve´rifient les cascades d’e´quations (6.18)-(6.20)-(6.21) e´crites pour n = 0. Les fonctions u0,1 et
u0,4 ve´rifient :
u0,1 ⌘ 0 et u0,4 ⌘ 0.
De plus, u0,2|x1=0 , u0,2|x2=0 2 H1p et pour tout x1   0, u0,3|x1=x1
⇣
·, x2   v3,2v3,1x1
⌘
2 H1p .
De´monstration : ⇧ Re´gularite´ de u0,2 :
On a de´ja` justifie´ qu’en tant que solution d’une e´quation de transport a` vitesse sortante-entrante
et a` terme source dans H1p , u0,2 2 H1(⌦T ), pour tout T > 0. En e↵et, il su t de le ve´rifier sur la
formule :
u0,2(t, x) = g
✓
t  1
v2,2
x2, x1   v2,1
v2,2
x2
◆
.
Cependant, cette formule permet aussi de ve´rifier que u0,2|x1=0 2 H1p . La formule du binoˆme donne
: pour tout n 2 N
@nx2u0,2|x1=0(t, x2) =
24( 1)n nX
p=0
✓
n
p
◆✓
1
v2,2
◆n p✓v2,1
v2,2
◆p
@n pt @
p
x2g
35✓t  1
v2,2
x2, v2,1
v2,2
x2
◆
.
Puisque g 2 H1p tous les termes dans cette somme sont nuls pour n 6= p lorsque l’on e´value en
x2 = 0. Pour n = p, on a✓
@nt g
✓
t  1
v2,2
x2, v2,1
v2,2
x2
◆◆
|x2=0
= @nt
 
g
✓
t  1
v2,2
x2, v2,1
v2,2
x2
◆
|x2=0
!
= 0,
car g|x2=0 ⌘ 0.
⇧ Re´gularite´ de u0,3 :
Sachant que u0,2|x1=0 2 H1p , il est facile de montrer que u0,3 2 H+1(⌦T ), pour tout T > 0. En
e↵et, u0,3 s’obtient en re´solvant une e´quation de transport de la forme :8>>><>>>:
(@t + v3 ·rx)u0,3 = 0, (x1, x2) 2 R2+,
u0,3|x1=0 = Cu0,2|x1=0 ,
u0,3|x2=0 = 0,
u0,3|t0 = 0,
(6.32)
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ou` C est une matrice constante. Puisque u0,2|x1=0 2 H1p , sa prolongation par ze´ro pour les x2
ne´gatifs, note´e eu0,2|x1=0 est dans H1(] 1, T ]⇥Rx2). On re´sout donc l’e´quation de transport pose´e
dans le demi-espace {x1   0} suivante :8<:
(@t + v3 ·rx)u = 0, x1 > 0,
u|x1=0 = Ceu0,2|x1=0 ,
u|t0 = 0.
Comme v3 est entrante pour le bord {x1 = 0}, l’expression explicite de la solution est alors donne´e
par :
u(t, x) = Ceu0,2|x1=0
✓
t  1
v3,1
x1, x2   v3,2
v3,1
x1
◆
, (6.33)
formule qui montre de plus que u 2 H+1(] 1, T ]⇥R+x1⇥Rx2) et permet aussi de ve´rifier facilement
que
u|x2=0(t, x1) = Ceu0,2|x1=0
✓
t  1
v3,1
x1, v3,2
v3,1
x1
◆
= 0,
car la vitesse de groupe v3 e´tant entrante-entrante, le rapport
v3,2
v3,1
est positif. De plus, si on fixe
x1 = x1 dans (6.33), on calcule facilement, pour tout n 2 N :
@nx2u(t, x1, x2)|x2= v3,2v3,1 x1
= ( 1)n
✓
v3,2
v3,1
◆
C@nx2eu0,2|x1=0
✓
t  1
v3,1
x1, x2  
v3,2
v3,1
x1
◆
|x2= v3,2v3,1 x1
= 0,
une fois de plus car le rapport v3,2v3,1 est positif.
Donc uR la restriction de u a` ⌦ est une fonctionH+1(⌦T ) pour tout T > 0, qui ve´rifie d’une part
l’e´quation de transport (6.32) et d’autre part que pour tout x1   0, uR|x1=x1
⇣
·, x2   v3,2v3,1x1
⌘
2 H1p .
⇤
Figure 6.4: Illustration du phe´nome`ne de transport pour les vitesses de groupe entrantes-entrantes.
Termes d’ordre supe´rieur.
On de´crit ici a` titre d’exemple la me´thode de construction du terme d’ordre un en " dans le
de´veloppement BKW.
Les ide´es utilise´es sont classiques (voir par exemple [Rau12]) et consistent a` utiliser les pro-
jecteurs Pj et les pseudo-inverses Rj pour adapter la me´thode de construction du terme principal
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lorsque la condition de polarisation n’est plus satisfaite. Cependant on trouve tout de meˆme im-
portant de rappeller, au moins une fois, cette me´thode de construction qui sera utilise´e par la suite
(cf. sous-paragraphes 6.6.3 et 6.9.3).
D’apre`s la cascade d’e´quations (6.18), les amplitudes d’ordre un en " ve´rifient les e´quations
suivantes a` l’inte´rieur du domaine :
8j = 1, ..., 4,
⇢
iL(d'j)u1,j + L(@)u0,j = 0,
iL(d'j)u2,j + L(@)u1,j = 0, (6.34)
ainsi que les conditions de bords (6.20) e´value´es en n = 1 :8>>><>>>:
B1 [u1,1 + u1,4]|x1=0 = 0,
B1 [u1,2 + u1,3]|x1=0 = 0,
B2 [u1,1 + u1,2]|x2=0 = 0,
B2 [u1,3 + u1,4]|x2=0 = 0.
(6.35)
Or, si on compose la premie`re e´quation de (6.34) par le pseudo-inverse Rj et la seconde e´quation
par Pj , par de´finition, on est amene´ a` re´soudre :
8j = 1, ..., 4 ,
⇢
(I   Pj)u1,j = iRjL(@)u0,j ,
PjL(@)u1,j = 0.
(6.36)
Dans un premier temps, on s’inte´re`sse a` la premie`re e´quation de (6.36). Celle ci de´termine
la partie non polarise´e des amplitudes (I   Pj)u1,j , de fac¸on explicite en fonction des amplitudes
d’ordre ze´ro u0,j . Or a` ce stade de l’analyse les amplitudes u0,j sont connues. Donc la premie`re
e´quation de (6.36) de´termine de fac¸on unique la partie non polarise´e de u1,j . Pour finir de construire
les amplitudes d’ordre un, il su t de de´terminer la partie polarise´e.
Pour ce faire, on de´veloppe u1,j en u1,j = Pju1,j + (I   Pj)u1,j dans la deuxie`me e´quation de
(6.36). Ceci permet d’e´crire :
PjL(@)Pju1,j =  PjL(@)(I   Pj)u1,j . (6.37)
On applique le lemme de Lax [Lax57] au membre de gauche de cette e´quation. L’e´quation (6.37)
se re´e´crit sous la forme d’une e´quation de transport sur la partie polarise´e Pju1,j :
(@t + vj ·rx)Pju1,j =  PjL(@)(I   Pj)u1,j =  iPjL(@)RjL(@)u0,j , (6.38)
ou` l’on a utilise´ le fait que (I  Pj)u1,j a e´te´ pre´alablement de´termine´e par la premie`re e´quation de
(6.36). On s’est donc ramene´ a` re´soudre quatres e´quations de transport qui sont relie´es les unes aux
autres par les conditions de bord (6.35). L’ordre de re´solution est exactement le meˆme que pour les
amplitudes d’ordre ze´ro.
La vitesse de groupe v1 e´tant sortante-sortante, l’e´quation de transport (6.38) n’a pas besoin de
conditions de bord sur les faces @⌦1 et @⌦2. De plus, utilisant le fait que l’amplitude d’ordre ze´ro
u0,1 est nulle, elle se re´e´crit sous la forme :⇢
(@t + v1 ·rx)P1u1,1 = 0,
u1,1|t0 = 0,
dont on de´duit que u1,1 est nulle.
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La vitesse de groupe v2 e´tant sortante-entrante, ainsi pour la re´solution de l’e´quation de transport
seule une condition sur la face @⌦2 est requise. L’e´quation de transport a` re´soudre est donc d’apre`s
(6.35) et (6.38) : 8<:
(@t + v2 ·rx)P2u1,2 =  iP2L(@)R2L(@)u0,2,
B2P2u1,2|x2=0 =  iB2R2 (L(@)u0,2)|x2=0 ,
u1,2|t0 = 0.
(6.39)
Les termes sources e´tant connus, on peut re´soudre cette e´quation de transport. Ceci permet de
construire l’amplitude u1,2.
La construction des amplitudes u1,4 et u1,3 suit exactement la meˆme philosophie ; c’est pourquoi
on ne la de´crit pas ici. On insiste juste sur le fait que u1,4 sera solution d’une e´quation de transport
homoge`ne, donc elle sera nulle. Tandis que u1,3 sera solution d’une e´quation de transport homoge`ne
sur la face @⌦1, mais non homoge`ne a` l’inte´rieur et sur la face @⌦2 donc u1,3 sera non nulle.
De meˆme, les termes d’ordre supe´rieur du de´veloppement BKW sont construits exactement
comme celui d’ordre un. On re´utilise cette technique de de´termination de la partie non polarise´e
en fonction des termes d’ordre infe´rieur, puis de de´termination de la partie polarise´e en tant que
solution d’une e´quation de transport. Ces e´quations de transport sont lie´es les unes aux autres par
des conditions de bord. Il est donc important de les re´soudre toujours dans le meˆme ordre que celui
qui a e´te´ de´crit pour les amplitudes u0,j .
On re´capitule la construction du de´veloppement BKW par la proposition suivante :
Proposition 6.4.2 Pour tout T > 0 et pour tout n 2 N on a construit des fonctions, (un,j)j=1,...,4 2
H1(⌦T ) qui ve´rifient les cascades d’e´quations (6.18)-(6.20)-(6.21). Par construction, pour tout
n 2 N, on a :
un,1 ⌘ 0 et un,4 ⌘ 0.
De plus, pour tout n 2 N, un,2|x1=0 , un,2|x2=0 2 H1p et un,3|x1=x1
⇣
·, x2   v3,2v3,1x1
⌘
2 H1p pour tout
x1   0.
De´monstration : On montre le re´sultat pour n = 1, la de´monstration suit les meˆmes ide´es que
celle de la proposition 6.4.1. On commence par montrer que l’amplitude u1,2 2 H1(⌦T ) et que
u1,2|x1=0 2 H1p .
D’apre`s la premie`re e´quation de (6.36) e´crite pour j = 2 et la proposition 6.4.1, il est clair
que la partie non polarise´e de u1,2 est dans H1(⌦T ) et que sa trace sur @⌦1 est dans H1p . Donc,
l’e´quation de transport sur la partie polarise´e de u1,2, (6.39), se re´e´crit sous la forme :8<:
(@t + v2 ·rx)u = f2,
u|x2=0 = g2,
u|t0 = 0,
ou` f2 2 H1(⌦T ), ve´rifiant de plus f2|x1=0 2 H1p , et g2 2 H1p . La solution de cette e´quation est un
e´le´ment de H1(⌦T ), explicitement donne´ par :
u(t, x) = g2
✓
t  1
v2,2
x2, x1   v2,1
v2,2
x2
◆
+
Z x2
0
f2
✓
t  1
v2,2
(x2   s), x1   v2,1
v2,2
(x2   s), s
◆
ds,
et on ve´rifie sur la formule, comme dans la de´monstration de la proposition 6.4.1, que la trace sur
la face @⌦1 de la partie polarise´e de l’amplitude u1,2 est dans H1p .
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Comme pour la partie non polarise´e de l’amplitude u1,2, il est clair que la partie non polarise´e
de l’amplitude u1,3 est dans H1(⌦T ), pour tout T > 0, et que sa trace sur la face @⌦1 est dans
H1p .
La partie polarise´e de l’amplitude u1,3 ve´rifie une e´quation de transport de la forme :8>><>>:
(@t + v3 ·rx)u = f3,
u|x1=0 = g3,
u|x2=0 = 0,
u|t0 = 0,
ou` f3 2 H1(⌦T ) et est telle que pour tout x1   0, f3|x1=x1
⇣
·, x2   v3,2v3,1x1
⌘
2 H1p , et ou` g3 2 H1p .
Comme dans la de´monstration de la proposition 6.4.1, l’extension de g3 par ze´ro pour les x2 ne´gatifs
fournit une fonction de H1(] 1, T ]⇥ R+x1 ⇥ Rx2). L’extension de f3 par ze´ro pour les x2 ne´gatifs
fournit une fonction deH1(⌦) en raison du fait que f3|x1=x1
⇣
·, x2   v3,2v3,1x1
⌘
2 H1p pour tout x1   0.
On peut donc, comme dans la preuve de la proposition 6.4.1, se ramener a` re´soudre une e´quation
de transport dans le demi-espace {x1   0} dont la solution est donne´e par :
u(t, x) = g3
✓
t  1
v3,1
x1, x2   v3,2
v3,1
x1
◆
+
Z x1
0
f2
✓
t  1
v3,1
(x1   s), s, x2   v3,2
v3,1
(x1   s)
◆
ds.
Cette formule permet de conclure exactement comme dans la preuve de la proposition 6.4.1.
⇤
6.4.3 Justification du de´veloppement BKW.
Dans ce dernier sous-paragraphe, on montre que le de´veloppement BKW converge bien vers la so-
lution exacte du proble`me a` coin (6.10). L’analyse de l’erreur entre la solution exacte du proble`me
a` coin pour l’e´quation des ondes et le de´veloppement BKW, et plus ge´ne´ralement pour tous les
proble`mes qui suivent, est ici faite en norme L2(⌦T ). Habituellement, cette dernie`re est plutoˆt faite
dans les espaces H1" (⌦T ) (cf. [Rau12]). Le fait que l’on obtienne seulement ici une estimation dans
L2(⌦T ) s’explique par le fait que la the´orie du caracte`re bien pose´ du proble`me a` coin est a` ce jour
seulement connue pour des donne´es dans L2(⌦T ), et non pas pour des donne´es dans des espaces de
Sobolev d’ordre supe´rieur. Cependant, si cette re´gularite´ d’ordre supe´rieure est de´montre´e il n’y a
aucune raison de ne pas pouvoir e↵ectuer l’analyse d’erreur dans les espaces base´s sur H1(⌦T ), et
d’obtenir des the´ore`mes de convergence uniforme pour le de´veloppement BKW.
Le the´ore`me concluant cet exemple est le suivant :
The´ore`me 6.4.1 Soit T > 0, il existe des fonctions (un,j)n2N,j=1,...,4 2 H1(⌦T ), qui ve´rifient les
cascades d’e´quations (6.18)-(6.20)-(6.21), avec pour tout n 2 N:
un,1 ⌘ 0 et un,4 ⌘ 0.
D’autre part, si on pose :
u"app,N0(t, x) :=
N0X
n=0
ei
'2(t,x)
" un,2(t, x) +
N0X
n=0
ei
'3(t,x)
" un,3(t, x),
alors l’erreur entre u", la solution exacte du proble`me a` coin (6.10), et u"app,N0 est O("
N0+1) dans
L2(⌦T ).
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De´monstration : Par construction, l’erreur u"app,N0+1   u" est solution du proble`me a` coin :8>>><>>>:
L(@)(u"app,N0+1   u") = "N0+1
⇣
ei
'2
" L(@)uN0+1,2 + e
i
'3
" L(@)uN0+1,3
⌘
,
B1(u"app,N0+1   u")|x1=0 = 0,
B2(u"app,N0+1   u")|x2=0 = 0,
(u"app,N0+1   u")|t0 = 0.
(6.40)
Or, d’apre`s la proposition 6.4.2, le terme source a` l’inte´rieur de ce proble`me a` coin est dans L2(⌦T ).
Utilisant le caracte`re bien pose´ du proble`me (6.40) de´montre´ au the´ore`me 4.2.1, par estimation
d’e´nergie on obtient :
ku"app,N0+1   u"kL2(⌦T )  C"N0+1
 kL(@)uN0+1,2kL2(⌦T ) + kL(@)uN0+1,3kL2(⌦T )  .
De plus, il est clair que u"app,N0+1 u"app,N0 est O
 
"N0+1
 
dans L2(⌦T ), ce qui permet de conclure
par l’ine´galite´ triangulaire que
ku"app,N0   u"kL2(⌦T )  C"N0+1.
⇤
Le sche´ma suivant de´crit l’allure des bicaracte´ristiques pour l’e´quation des ondes. Comme on
peut le voir, un paquet d’ondes ge´ne´re´ par le terme source sur la face @⌦2 vient frapper la face @⌦1
et y est re´fle´chi. Il y a un seul rebond et la situation n’est pas plus riche que pour le proble`me aux
limites standard avec un terme source a` l’inte´rieur.
Figure 6.5: Allure des bicaracte´ristiques pour l’e´quation des ondes.
6.5 Un exemple de de´veloppement BKW avec plusieurs rebonds.
Dans ce paragraphe on travaille avec un proble`me a` coin n’ayant pas de signification physique.
Comme dans le cas de l’e´quation des ondes, ce syste`me est a` deux e´quations ; les phases ge´ne´re´es
seront toutes re´elles. Cependant on construit ce syste`me de manie`re a` ce que sa varie´te´ car-
acte´ristique ne soit plus syme´trique par rapport aux axes, ce qui aura pour e↵et d’augmenter
la taille des zones conduisant a` des phases entrantes-sortantes et sortantes-entrantes et permettra
d’augmenter le nombre de termes non nuls dans le de´veloppement BKW.
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On conside`re donc le proble`me a` coin :8>>>>><>>>>>:
L(@)u" := @tu" +

0
p
2p
2 0
 
@1u" +
1
2
p
2
 p7  3
 3 p7
 
@2u" = 0, (t, x1, x2) 2 ⌦T ,
B1u"|x1=0 :=
⇥
1  a⇤u"|x1=0 = g",
B2u"|x1=0 :=
⇥ b 1⇤u"|x2=0 = 0,
u"|t0 = 0.
(6.41)
Comme dans le cas de l’e´quation des ondes, le the´ore`me de Strang [Str69] permet de se ramener
a` l’e´tude des conditions de bord strictement dissipatives, et on restreint donc les parame`tres a et b
comme indique´ ci-dessous :
a < 0, b 2
 
  1p
7
,
p
7

.
La varie´te´ caracte´ristique V de ce syste`me est donne´e par l’e´quation :
⌧2 = 2⇠21 + 2⇠
2
2   3⇠1⇠2, (6.42)
qui, a` ⌧ > 0 fixe´, est une ellipse dont le grand axe est tourne´ de ⇡4 par rapport a` l’axe des abscisses
(voir la figure 6.5). L’e´quation de cette ellipse peut se re´e´crire sous la forme :
(⌧    (⇠1, ⇠2)) (⌧ +  (⇠1, ⇠2)) = 0,
ou` l’on a pose´  (⇠1, ⇠2) =  
p
2⇠21 + ⇠
2
2   3⇠1⇠2.
On peut ainsi calculer les vitesses de groupe associe´es aux fre´quences (⌧, ⇠1, ⇠2) ve´rifiant ⌧ +
 (⇠1, ⇠2) = 0 ; ces dernie`res sont donne´es par :
v(⇠1, ⇠2) := r (⇠1, ⇠2) =  1
2
p
2⇠21 + ⇠
2
2   3⇠1⇠2

4⇠1   3⇠2
4⇠2   3⇠1
 
. (6.43)
Le but de ce paragraphe est d’exhiber une fre´quence pour laquelle le nombre de termes non nuls
dans le de´veloppement BKW est strictement supe´rieur a` deux, c’est-a`-dire dont l’approximation
BKW de´crit une propagation le long des rayons avec plus d’un rebond sur le bord @⌦.
Pour ce faire, on s’inte´re`sse aux re´flexions possibles issues du terme source
g" := e
i
"(
p
2t+ 32x2)g(t, x2), (6.44)
ou` g 2 H1p , nulle pour les temps ne´gatifs.
Le choix de
p
2 pour la variable ⌧ n’est ici qu’une renormalisation simplifiant les calculs. Injectant
ces valeurs particulie`res
 
⌧ =
p
2 et ⇠2 =
3
2
 
dans l’e´quation de la varie´te´ caracte´ristique (6.42), on
est amene´ a` conside´rer les deux solutions possibles en ⇠1, note´es ⇠1,1 et ⇠1,2. Un simple calcul donne
(voir figure 6.5):
⇠1,2 := 1, ⇠1,1 :=
5
4
.
On note les phases associe´es
'0(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,1x1 + ⇠2,1x2 =
p
2t+
5
4
x1 +
3
2
x2,
'1(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,2x1 + ⇠2,1x2 =
p
2t+ x1 +
3
2
x2,
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et on peut aussi d’apre`s (6.43) calculer les vitesses de groupe vj associe´es aux phases 'j ; ces
dernie`res sont donne´es par :
v0 =   1p
2
p
31

1
9
2
 
, (6.45)
v1 =   1
2
p
2
 12
3
 
.
La vitesse de groupe v0 est sortante-sortante, v1 est entrante-sortante. Comme indique´ au para-
graphe 6.3, on s’inte´re`sse seulement a` la propagation de la phase de fre´quence '1. C’est-a`-dire que
l’on cherche la nouvelle racine de l’ellipse (6.42) en ⇠2, note´e ⇠2,2, pour ⌧ =
p
2 et ⇠1 = ⇠1,2, ou de
fac¸on e´quivalente, on cherche la valeur propre imaginaire pure inconnue de la matrice re´solvante
A2(i
p
2, ⇠1,2). Une fois de plus, un simple calcul donne
⇠2,2 := 0.
On note
'2(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,2x1 + ⇠2,2x2 =
p
2t+ x1,
la phase associe´e et v2 sa vitesse de groupe qui est donne´e par :
v2 =   1
2
p
2

4
 3
 
. (6.46)
v2 e´tant sortante-entrante, on doit continuer a` rechercher ses possibles re´flexions. Cependant par
syme´trie, on peut remarquer que les phases suivantes sont donne´es par les couples (⇠1,3, ⇠2,2),
(⇠1,3, ⇠2,3) et enfin (⇠1,4, ⇠2,3) avec :
⇠1,3 :=  ⇠1,2 =  1,
⇠2,3 :=  ⇠2,1 :=  3
2
,
⇠1,4 :=  ⇠1,1 =  5
4
,
et les vitesses de groupe associe´es a` ces fre´quences sont, encore une fois par syme´trie donne´es par :
v5 =  v0 = 1p
2
p
31

1
9
2
 
, (6.47)
v4 =  v1 =   1
2
p
2

1
2 3
 
,
v3 =  v2 =   1
2
p
2
 4
3
 
.
Les vitesses de groupe v3 et v4 e´tant respectivement entrante-sortante et sortante-entrante, on a bien
eu raison d’e´tudier leurs possibles re´flexions. Enfin, la vitesse de groupe v5 e´tant entrante-entrante,
on s’arreˆte bien sur la fre´quence
 p
2, ⇠1,4, ⇠2,3
 
.
On note les phases associe´es aux trois dernie`res fre´quences obtenues par :
'3(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,3x1 + ⇠2,2x2 =
p
2t  x1, (6.48)
'4(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,3x1 + ⇠2,3x2 =
p
2t  x1   3
2
x2,
'5(t, x) :=
p
2t+ ⇠1,4x1 + ⇠2,3x2 =
p
2t  5
4
x1   3
2
x2.
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-2,4 -2 -1,6 -1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4
-1,6
-1,2
-0,8
-0,4
0,4
0,8
1,2
1,6
Figure 6.6: Ge´ne´ration des phases pour le proble`me a` coin (6.41).
La figure 6.6 re´sume la ge´ne´ration des phases.
Le trait rouge de´signe les transitions d’une phase a` une autre, et les deux lignes en pointille´s
de´signent les changement dans le signe des coordonne´es des vitesses de groupe.
On prend un ansatz de la forme :
u"(t, x) ⇠
5X
j=1
e
i
"'j(t,x)
X
n 0
"nun,j(t, x). (6.49)
Re´ite´rant exactement les meˆmes calculs que pour l’e´quation des ondes, lorsque l’on injecte l’ansatz
(6.49) dans l’e´quation d’e´volution de (6.41), on obtient la cascade d’e´quations :
8j = 1, ..., 5 , 8n 2 N,
⇢ L(d'j)u0,j = 0,
iL(d'j)un+1,j + L(@)un,j = 0. (6.50)
Les conditions de bords sont donne´es par les relations : 8n 2 N,
B1
h
e
3i
2"x2 (un,1) + (un,2 + un,3) + e
  3i2"x2 (un,4 + un,5)
i
|x1=0
=  n,0e
3i
2"x2g, (6.51)
B2
h
e
i
"x1 (un,1 + un,2) + e
  i"x1 (un,3 + un,4) + e 
5i
4"x1un,5
i
|x2=0
= 0,
que l’on peut re´e´crire sous la forme suivante en utilisant l’inde´pendance line´aire des phases :
8n 2 N,
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
B1 [un,1]|x1=0 =  n,0g,
B1 [un,2 + un,3]|x1=0 = 0,
B1 [un,4 + un,5]|x1=0 = 0,
B2 [un,1 + un,2]|x2=0 = 0,
B2 [un,3 + un,4]|x2=0 = 0,
B2un,5|x2=0 = 0.
(6.52)
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Enfin, on doit aussi re´soudre les conditions initiales suivantes :
8j = 1, ..., 5 , 8n 2 N, un,j|t0 = 0. (6.53)
La construction du de´veloppement BKW dans le cas de ce syste`me, bien que sa varie´te´ car-
acte´ristique soit ”tourne´e”, suit les meˆmes ide´es et utilise les meˆmes arguments que ceux de´crits
pour l’e´quation des ondes. C’est pourquoi on se permettra de ne pas donner ici tous les de´tails.
La premie`re e´quation de (6.50) nous apprend que chaque amplitude u0,j est polarise´e sur
ker(L(d'j)). En appliquant le projecteur ade´quat et en utilisant le lemme de Lax, on est ra-
mene´ a` re´soudre des e´quations de transport. Le nombre de conditions de bord ne´cessaires pour
re´soudre ces e´quations de´pend de la nature de la vitesse de groupe vj .
La vitesse de groupe v1 est entrante-sortante, il faut uniquement imposer une condition sur la
face @⌦1. Or, d’apre`s (6.52) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, on a :
B1u0,1|x1=0 = g () u0,1|x1=0 =   1
✓
i
p
2,
3
2
◆
g,
() u0,1|x1=0 =  
1
8 + 3
p
7  ag

8 + 3
p
7
1
 
.
Cette e´quation de´termine de fac¸on unique u0,1|x1=0 , puis permet de de´terminer u0,1 et sa trace
u0,1|x2=0 en inte´grant le long des caracte´ristiques. On insiste ici sur le fait qu’a priori u0,1 et u0,1|x2=0
ne sont pas nulles. Il est ensuite facile de voir que le fait que le terme u0,1 soit non nul permet
”d’allumer” toutes les autres amplitudes dans le de´veloppement BKW.
En e↵et, par des arguments similaires a` ceux pre´ce´demment de´veloppe´s, pour de´terminer u0,2,
puisque sa vitesse de groupe est sortante-entrante, il su t de de´terminer sa trace sur @⌦2. Or,
d’apre`s (6.52) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, la trace de u0,2 sur @⌦2 est donne´e
par :
u0,2|x2=0 =   2(i
p
2, 1)B2u0,1|x2=0 ,
=
1
b+ 1
B2u0,1|x2=0

1
 1
 
.
La de´termination de l’amplitude u0,3 est analogue a` celle de u0,1 ; en e↵et on est de nouveau en
pre´sence d’une vitesse de groupe entrante-sortante. Il faut donc re´soudre uniquement la condition
de bord en @⌦1, elle s’e´crit sous la forme :
u0,3|x1=0 =   1(i
p
2, 0)B1u0,2|x1=0 ,
=   1
1  aB1u0,2|x1=0

1
1
 
,
L’amplitude u0,4 e´tant associe´e a` une vitesse de groupe sortante-entrante, on se retrouve dans
la meˆme situation que pour l’amplitude u0,2. D’apre`s les conditions de bord (6.52) et la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme, la trace u0,4|x2=0 est donne´e par l’e´quation :
u0,4|x2=0 =   2(i
p
2, 1)B2u0,3|x2=0 .
Enfin, l’amplitude u0,5 est associe´e a` une phase entrante-entrante pour les deux faces ; ainsi il
faut eˆtre en mesure de de´terminer ses deux traces pour pouvoir re´soudre l’e´quation de transport a`
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vitesse v5. D’apre`s (6.52) ces conditions s’e´crivent :(
B1 [u0,4 + u0,5]|x1=0 = 0,
B2u0,5|x2=0 = 0,
que l’on peut re´e´crire sous la forme suivante graˆce a` la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme :(
u0,5|x1=0 =   1
 
i
p
2, 54
 
B1u0,4|x1=0 ,
u0,5|x2=0 = 0.
On peut donc montrer la proposition suivante :
Proposition 6.5.1 Pour tout T > 0, on a construit cinq fonctions, (u0,j)j=1,...,5 2 H1(⌦T ), qui
ve´rifient les cascades d’e´quations (6.50)-(6.52)-(6.53) e´crites pour n = 0.
Comme pour l’e´quation des ondes (cf. paragraphe 6.4), l’amplitude u0,5 2 H1(⌦T ) car dans
(6.44), on a choisi g 2 H1p . Ainsi, les amplitudes (u0,j)j=1,...,4 ont leurs traces dans H1p , en tant
que solutions d’e´quations de transport avec terme source sur le bord dans H1p . Ceci permet de
conclure que l’amplitude lie´e a` une vitesse de groupe entrante-entrante u0,5 2 H1(⌦T ).
En appliquant la meˆme me´thode de construction que pour l’e´quation des ondes, on peut aussi
construire les termes d’ordre supe´rieur du de´veloppement BKW. Ceci permet de montrer le the´ore`me
suivant dont on omettra la de´monstration puisqu’elle est totalement identique (au nombre pre`s de
termes dans le de´veloppement BKW) a` celle pour l’e´quation des ondes.
The´ore`me 6.5.1 Pour tout T > 0, il existe des fonctions (un,j)n2N,j=1,...,5 2 H1(⌦T ), qui ve´rifient
les cascades d’e´quations (6.50)-(6.52)-(6.53).
Pour N0 2 N, si on pose
u"app,N0(t, x) :=
5X
j=1
N0X
n=0
ei
'j(t,x)
" un,j(t, x),
alors l’erreur entre u", la solution exacte du proble`me a` coin (6.41), et u"app,N0 est O
 
"N0+1
 
dans
L2(⌦T ).
Figure 6.7: Allure des bicaracte´ristiques du proble`me a` coin (6.41).
Le sche´ma pre´ce´dent re´sume le trajet des bicaracte´ristiques. En particulier, on remarque qu’il
y a quatre rebonds. Ainsi, l’allure des bicaracte´ristiques pour ce proble`me est plus riche que celle
du proble`me aux limites standard.
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6.6 Un exemple de de´veloppement BKW avec une infinite´ de re-
bonds.
Le but de ce paragraphe est d’exhiber un exemple de proble`me a` coin pour lequel un nombre infini
de phases est ge´ne´re´ par re´flexions successives sur chacune des faces du bord.
On travaille donc avec le proble`me a` coin suivant (ce dernier n’a une fois de plus pas de sens
physique) : 8>>><>>>:
L(@)u" := @tu" +A1@1u" +A2@2u" = 0,
B1u"|x1=0 = g
"(t, x2),
B2u"|x2=0 = 0,
u|t0 = 0,
(6.54)
ou` l’on a pose´ pour les coe cients de l’ope´rateur hyperbolique
A1 :=

0  1
 1  1
 
, A2 :=

0 1
1  1
 
,
et ou` les conditions de bords sont donne´es par :
B1 :=
⇥
1  ↵⇤ , B2 := ⇥1  ⇤ .
Une fois de plus on est en pre´sence d’un proble`me a` coin syme´trique, hyperbolique a` multiplicite´
constante, non caracte´ristique, et puisque la matrice :
A 11 A2 =
 1  2
0  1
 
,
admet comme valeur propre re´elle  1, il su t d’assurer le caracte`re strictement dissipatif des deux
conditions aux limites pour que ce proble`me soit fortement bien pose´.
Pour cela un calcul explicite montre que les conditions de bords sont strictement dissipatives si
et seulement si on a :
min(↵, ) >  1
2
. (6.55)
Cependant comme on le verra par la suite, d’autres restrictions sur les parame`tres ↵ et   seront
a` faire (l’une, anecdotique, pour assurer qu’il y ait bien une infinite´ de rebonds, la seconde, de
nature technique, pour assurer la convergence du de´velopement BKW vers la solution exacte).
La varie´te´ caracte´ristique V du proble`me a` coin (6.54) est donne´e par :
detL(⌧, ⇠1, ⇠2) = 0, ⌧2   ⌧(⇠1 + ⇠2)  (⇠2   ⇠1)2 = 0, (6.56)
ou de fac¸on e´quivalente,
detL(⌧, ⇠1, ⇠2) = 0, (⌧    +(⇠1, ⇠2)) (⌧     (⇠1, ⇠2)) = 0,
avec
 ±(⇠1, ⇠2) :=  1
2
(⇠1 + ⇠2)±
r
1
4
(⇠1 + ⇠2)2 + (⇠2   ⇠1)2.
Sous cette forme, on est en mesure de calculer la vitesse de groupe v(⇠1, ⇠2) associe´e a` une fre´quence
(⌧, ⇠1, ⇠2) ve´rifiant ⌧ +   (⇠1, ⇠2) = 0 :
v(⇠1, ⇠2) := r  (⇠1, ⇠2) =
264 12   14q 14 (⇠1+⇠2)2+(⇠2 ⇠1)2 (5⇠1   3⇠2) 12   14q 14 (⇠1+⇠2)2+(⇠2 ⇠1)2 (5⇠2   3⇠1)
375 . (6.57)
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6.6.1 Description des phases.
On se place a` ⌧ = 1 ; V \ {⌧ = 1} est alors la parabole d’e´quation :
(P ) ⇠1 + ⇠2 + (⇠2   ⇠1)2 = 1.
On choisit de s’inte´resser aux fre´quences dans le sche´ma de propagation par re´flexions issues
d’un terme source dans (6.54) s’e´crivant sous la forme :
g"(t, x2) := e
i
" (t+⇠2,0x2)g(t, x),
ou` g est un e´le´ment de H1(@⌦1,T ), nul pour les temps ne´gatifs1.
Un tel terme source ge´ne`re deux phases inte´rieures associe´es aux fre´quences (1, 12 ,
1
2) et (1, 12 , 12).
La premie`re de ces fre´quences est associe´e a` une vitesse de groupe sortante-sortante, c’est pourquoi
on ne la prend pas en compte. La deuxie`me est entrante-sortante, on doit donc e´tudier ses re´flexions.
On applique le principe de ge´ne´ration des phases de´crit au paragraphe 6.3 a` la fre´quence
(1, 12 , 12), on est donc amene´ a` conside´rer un ”escalier” dans la parabole (P ) (voir sche´ma 6.8
ci-dessous). On indexe les points de cet ”escalier” par deux suites (⇠1,p)p2N[{ 1} et (⇠2,p)p2N de
manie`re a` ce que les points (⇠1,p, ⇠2,p)p2N correspondent aux points du ”haut” de la parabole et
les points (⇠1,p, ⇠2,p+1)p2N correspondent aux points du ”bas” de la parabole. Enfin on initialise a`
⇠1, 1 = 12 et ⇠2,0 =
1
2 .
Dans l’optique d’avoir une infinite´ de phases dans le de´veloppement BKW, on doit montrer que
les suites (⇠1,p)p2N[{ 1} et (⇠2,p)p2N sont strictement de´croissantes. En fait, on peut montrer par
re´currence que :
⇠1,p =  2p2   3p  1
2
, ⇠2,p =  2p2   p+ 1
2
.
Donc ”l’escalier” que l’on construit sur V \ {⌧ = 1} est bien infini. De plus appliquant la formule
(6.57) aux points (⇠1,p, ⇠2,p)p2N et (⇠1,p, ⇠2,p+1)p2N on calcule les vitesses de groupe associe´es a`
chacune de ces phases :
vp := v(⇠1,p, ⇠2,p) =
1
4p2 + 4p+ 2

4p+ 1
 (4p+ 3)
 
, (6.58)
wp := v(⇠1,p, ⇠2,p+1) =
1
4p2 + 8p+ 5
 (4p+ 5)
4p+ 3
 
. (6.59)
Ce qui permet de ve´rifier que les points du ”haut” sont bien associe´s a` des phases entrantes-sortantes
et les points du ”bas” a` des phases sortantes-entrantes.
On peut calculer les sous-espaces stables pour les fre´quences conside´re´es :
Es1(i, ⇠1,p) = vect ep, ep :=
h
 1 12p+1
i
, (6.60)
Es2(i, ⇠2,p) = vect fp, fp :=
h
1 12p+2
i
. (6.61)
La figure 6.8 re´sume la ge´ne´ration des phases.
1Ici on n’a pas besoin de prendre g 2 H1p car on ne rencontrera pas de phase entrante-entrante. De plus, puisque
que l’on ne calculera que les deux premiers termes du premier terme du de´veloppement BKW, on pourrait prendre
g 2 H2(@⌦1,T ).
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Figure 6.8: Ge´ne´ration des phases pour le proble`me a` coin (6.54).
6.6.2 Construction du de´veloppement BKW
Pour p 2 N, on note
'p(t, x) := t+ ⇠1,px1 + ⇠2,px2,
les phases associe´es aux points du ”haut”, et
 p(t, x) := t+ ⇠1,px1 + ⇠2,p+1x2,
les phases associe´es aux points du ”bas” de la parabole.
On conside`re l’ansatz :
u"(t, x) ⇠
1X
p=0
e
i'p
"
1X
n=0
"nu'n,p +
1X
p=0
e
i p
"
1X
n=0
"nu n,p. (6.62)
Dans ce sous-paragraphe, on va construire un de´veloppement BKW purement formel. Le fait
que les objets que l’on construit ont un sens revient principalement a` montrer que la se´rie (6.62),
pour n 2 N fixe´, converge. La de´monstration de ce fait sera donne´e au sous-paragraphe suivant.
Injectant l’ansatz (6.62) dans l’e´quation d’e´volution du proble`me a` coin (6.54), les phases e´tant
line´airement inde´pendantes, on obtient pour tout p 2 N, les deux cascades d’e´quations :⇢ L(d'p)u'0,p = 0,
iL(d'p)u'n+1,p + L(@)u'n,p = 0, 8n 2 N,
(6.63)
(
L(d p)u 0,p = 0,
iL(d p)u n+1,p + L(@)u n,p = 0, 8n 2 N.
(6.64)
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Injectant l’ansatz (6.62) dans les conditions de bords, on obtient par inde´pendance line´aire des
phases : 8>>>><>>>>:
B1
h
u'n,0
i
|x1=0
=  n,0g,
B1
h
u'n,p + u
 
n,p 1
i
|x1=0
= 0, 8p 2 N⇤, n 2 N,
B2
h
u'n,p + u
 
n,p
i
|x2=0
= 0, 8p 2 N, n 2 N.
(6.65)
Construction du terme principal.
D’apre`s la premie`re e´quation de la cascade (6.63) (resp. (6.64)) il s’ave`re que les amplitudes u'0,p
(resp. u 0,p) sont polarise´es sur ker(L(d'p)) (resp. ker(L(d p))). On e´crit donc
u'0,p(t, x) := µp(t, x)ep, u
 
0,p(t, x) := ⌫p(t, x)fp, (6.66)
ou` ep (resp. fp) est le vecteur ge´ne´rateur de ker(L(d'p)) (resp. ker(L(d p))) donne´ en (6.60) (resp.
(6.61)).
Appliquant le lemme de Lax [Lax57], on montre que les fonctions scalaires µp et ⌫p ve´rifient les
e´quations de transport :
(@t + vp ·rx)µp = 0, (@t + wp ·rx)⌫p = 0. (6.67)
Ensuite, d’apre`s (6.58), on sait que la vitesse de groupe vp est entrante-sortante donc la premie`re
e´quation de transport de (6.67) ne´cessite pour sa re´solution une condition de bord sur @⌦1 unique-
ment. D’apre`s (6.65) et la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, cette condition aux limites
s’e´crit sous la forme : 8<:
(@t + v0 ·rx)µ0 = 0,
µ0|x1=0 =
1
B1e0
g,
µ0|t0 = 0,
(6.68)
et pour tout p   1, 8><>:
(@t + vp ·rx)µp = 0,
µp|x1=0 =  
B1fp 1
B1ep
⌫p 1|x1=0 ,
µp|t0 = 0.
(6.69)
De meˆme, ⌫p est de´termine´e en re´solvant :8><>:
(@t + wp ·rx)⌫p = 0,
⌫p|x2=0 =  
B2ep
B2fp
µp|x2=0 ,
⌫p|t0 = 0.
(6.70)
La fonction µ0 est donne´e par
µ0(t, 0, x2) =   1
1 + ↵
g(t, x2), µ0(t, x1, x2) = µ0
✓
t  x1
v0,1
, 0, x2   v0,2
v0,1
x1
◆
,
et pour les termes suivants, on trouve :
µp(t, 0, x2) =  B1fp 1
B1ep
⌫p 1(t, 0, x2), µp(t, x1, x2) = µp
✓
t  x1
vp,1
, 0, x2   vp,2
vp,1
x1
◆
, (6.71)
⌫p(t, x1, 0) =  B2ep
B2fp
µp(t, x1, 0), ⌫p(t, x1, x2) = ⌫p
✓
t  x2
wp,2
, x1   wp,1
wp,2
x2, 0
◆
. (6.72)
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De plus, on peut calculer explicitement :
B1fp
B1ep+1
=  2p+ 2
2p+ 3
2p+ 2  ↵
2p+ 3 + ↵
et,
B2ep
B2fp
=  2p+ 2
2p+ 1
2p+ 1   
2p+ 2 +  
.
On remarque au passage que ces deux facteurs sont bien de´finis d’apre`s le choix (6.55) sur les
parame`tres ↵ et   assurant la stricte dissipativite´.
On montre par re´currence que µp et ⌫p sont donne´es par :
µp(t, x) = eµpg✓t  x1
vp,1
  !tp
✓
x2   vp,2
vp,1
x1
◆
,!xp
✓
x2   vp,2
vp,1
x1
◆◆
, (6.73)
⌫p(t, x) = e⌫pg✓t  x2
wp,2
  1
vp,1
✓
x1   wp,1
wp,2
x2
◆ 
1  vp,2!tp
 
, !xp
vp,2
vp,1
✓
x1   wp,1
wp,2
x2
◆◆
,(6.74)
ou` les eµp et e⌫p mesurent l’amplitude des fonctions u', 0,p et les suites (!tp)p2N et (!xp )p2N sont ini-
tialise´es a` !x0 = 1 et !
t
0 = 0 (de manie`re a` assurer µ0|x1=0(t, x2) = eµ0g(t, x2)). Les termes suivants
sont obtenus par re´solutions successives d’e´quations de transport comme explique´ ci-dessous. Par
re´currence, et en utilisant (6.71) et (6.72) on obtient pour les coe cients eµp et e⌫p les formules
suivantes :
eµp =  (2p+ 1) p 1Y
k=0
2k + 1   
2k + 2 +  
Qp 1
k=0 2k + 2  ↵Qp
k=0 2k + 1 + ↵
, (6.75)
e⌫p = (2p+ 2) pY
k=0
2k + 1   
2k + 2 +  
Qp 1
k=0 2k + 2  ↵Qp
k=0 2k + 1 + ↵
. (6.76)
En particulier on remarque que si ↵ est un entier pair ou si   est un entier impair, l’un des
sous-espaces stables Es1(1, ⇠2,p) ou E
s
2(1, ⇠1,p) vient coincider avec kerB2 ou kerB1, et tous les ter-
mes dans le de´veloppement BKW sont nuls a` partir d’un certain rang. On se retrouve dans le
meˆme cadre que celui du paragraphe 6.5 c’est-a`-dire avec un nombre fini d’amplitudes non nulles
”allume´es” par le terme source oscillant.
Pour de´terminer les suites (!tp)p2N et (!xp )p2N, il su t de calculer la trace sur @⌦2 de (6.73) puis
d’injecter cette donne´e dans l’e´quation de transport (6.70), ce qui permet de re´soudre cette e´quation
et de de´terminer la trace de sa solution sur @⌦1. On aboutit ainsi a` une relation de re´currence sur
les suites (!tp)p2N et (!xp )p2N. Quelques calculs utilisant (6.58) et (6.59) permettent de montrer que
les deux suites ve´rifiant ces relations sont :
!xp = 4p+ 1, !
t
p = p(2p+ 3).
On a donc de´termine´ explicitement les expressions des termes d’ordre ze´ro par rapport a` p :
u'0,p = eµp g⇣t  (p+ 2)(2p+ 1)x1   p(2p+ 3)x2, (4p+ 3)x1 + (4p+ 1)x2⌘ ep, (6.77)
u 0,p = e⌫p g⇣t  (p+ 2)(2p+ 1)x1   (p+ 1)(2p+ 5)x2, (4p+ 3)x1 + (4p+ 5)x2⌘ fp, (6.78)
ou` on rappelle que les eµp et les e⌫p sont de´finis en (6.75) et (6.76).
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Construction du terme correcteur.
Maintenant que le terme principal du de´veloppement BKW est calcule´ explicitement, il est facile de
de´terminer la partie non polarise´e du terme d’ordre un. En e↵et, d’apre`s les cascades d’e´quations
(6.63) et (6.64) on a comme au paragraphe 6.4 :
(I   P'p )u'1,p = iR'pL(@)u'0,p,
(I   P p )u 1,p = iR pL(@)u 0,p,
avec P'p (resp. P
 
p ) le projecteur sur ker(L(d'p)) (resp. ker(L(d p))) paralle`lement a` Im(L(d p 1))
(resp. Im(L(d'p))) et R'p (resp. R p ) un pseudo-inverse de L(d'p) (resp. L(d p)) ve´rifiant
R'p L(d'p) = I   P'p , R'p P'p = P'p R'p = 0,
R p L(d p) = I   P p , R p P p = P p R p = 0.
De plus, comme on va le voir ces termes peuvent eˆtre explicite´s sous des formes tre`s plaisantes.
Dans un souci de simplification des notations, on pose pour p 2 N fixe´ :
et' := t  (p+ 2)(2p+ 1)x1   p(2p+ 3)x2, fx2' := (4p+ 3)x1 + (4p+ 1)x2, (6.79)et := t  (p+ 2)(2p+ 1)x1   (p+ 1)(2p+ 5)x2, fx2 := (4p+ 3)x1 + (4p+ 5)x2, (6.80)
et il vient,
L(@)u'0,p = eµpL(@)✓g(et',fx2')   11
2p+1
 ◆
= eµp [@tg   2@x2g] (et',fx2')  12p+11
 
. (6.81)
Un calcul similaire donne :
L(@)u 0,p = e⌫p [@tg   2@x2g] (et ,fx2 )   12p+21
 
. (6.82)
Pour connaitre les parties non polarise´es des termes d’ordre un, il su t donc de calculer les
pseudo-inverses R'p et R
 
p . Ceux-ci sont donne´s par :
R'p =
1
(4p+ 1)(1 + (2p+ 1)2)

2p 2p(2p+ 1)
1 2p+ 1
 
, (6.83)
et
R p =
1
(4p+ 3)(1 + (2p+ 2)2)

2p+ 1  (2p+ 1)(2p+ 2)
 1 2p+ 2
 
. (6.84)
Enfin combinant d’une part les e´quations (6.81) et (6.83), et d’autre part les e´quations (6.82)
et (6.84), on obtient les expressions explicites des parties non polarise´es d’ordre un :
(I   P'p )u'1,p = i
eµp
(4p+ 1)(2p+ 1)
[@tg   2@x2g] (et',fx2') 2p1
 
, (6.85)
(I   P p )u 1,p = i
e⌫p
(4p+ 3)(2p+ 2)
[@tg   2@x2g] (et ,fx2 )  (2p+ 1)1
 
. (6.86)
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6.6.3 Justification du de´veloppement BKW.
Le but de ce sous-paragraphe est de montrer que le de´veloppement BKW tronque´ construit ci-dessus
donne une approximation de la solution exacte du proble`me a` coin (6.54). Soit u" la solution exacte
du proble`me a` coin (6.54) ; on de´finit la solution approche´e :
u"app :=
X
p 0
e
i'p
"
h
u'0,p + "(I   P'p )u'1,p
i
+
X
p 0
e
i p
"
h
u 0,p + "(I   P p )u 1,p
i
. (6.87)
On commence par justifier que, sous une restriction sur les parame`tres ↵ et  , on peut assurer
que les se´ries de´finissant u"app convergent
2.
Proposition 6.6.1 Si ↵ et   sont tels que ↵ +   > 0, alors les se´ries de´finissant u"app convergent
absolument dans Ct(R, L2x(⌦)).
De plus, si ↵ et   sont tels que ↵+   > 12 , alors les se´ries de´finissant u
"
app admettent des traces
dans L2(Rt ⇥ @⌦1) et L2(Rt ⇥ @⌦1).
De´monstration : On commence par montrer que
P
p 0 e
i
'p
" u'0,p converge dans Ct(R, L2x(⌦)).
Puisque le vecteur ep est borne´ par rapport a` p, il su t de montrer que :X
p 0
sup
t2R
kµp(t, ·)kL2(⌦) <1.
Or
kµp(t, ·)k2L2(⌦) = eµ2p Z
R2+
   g⇣t  (p+ 2)(2p+ 1)x1   p(2p+ 3)x2, (4p+ 3)x1 + (4p+ 1)x2⌘   2 dx1dx2.
En faisant le changement de variables
y1
y2
 
=

(p+ 2)(2p+ 1) p(2p+ 3)
4p+ 3 4p+ 1
  
x1
x2
 
,
on obtient
kµp(t, ·)k2L2(⌦) 
eµ2p
4p2 + 4p+ 2
Z
R⇥R+
|g(y1, y2)|2dy1dy2,
d’ou` l’on de´duit la majoration
sup
t2R
kµp(t, ·)kL2(⌦) 
|eµp|
p+ 1
kgkL2(R⇥R+).
Or eµp+1eµp = 1  ↵+  p +O
✓
1
p2
◆
.
Donc d’apre`s le crite`re de d’Alembert, la se´rie
P
p>0
|eµp|
p+1 converge si ↵+  > 0 (le re´sultat e´tant sans
restriction sur ↵+  dans le cas ↵ 2 2N ou   2 2N+1 car il n’y a alors qu’un nombre fini de termes
non nuls dans la se´rie). Par conse´quent, la se´rie
P
p 0 supt2R kµp(t, ·)kL2(⌦) converge si ↵+   > 0.
Un calcul similaire permet aussi de conclure que
P
p 0 e
i
 p
" u 0,p converge sous la condition ↵+  > 0.
2On peut remarquer que lorsque l’on cherche a` construire le de´veloppement BKW pour un terme source sur le
bord a` support compact, sur un intervalle de temps borne´, alors la se´rie (6.87) contient un nombre fini de termes et
donc a bien un sens.
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La situation est le´ge`rement plus favorable pour le terme correcteur ei
'p
" (I   P'p )u'1,p ; en e↵et
ce terme ve´rifie :
sup
t2R
kei'p" (I   P'p )u'1,p(t, ·)kL2(⌦)  C
|µ˜p|
(p+ 1)2
kgkH1(R⇥R+). (6.88)
Donc la se´rie de terme ge´ne´ral supt2R k(I P'p )u'1,p(t, ·)kL2(⌦) converge dans Ct(R, L2x(⌦)) si ↵+  >
 1, c’est-a`-dire pour tous les parame`tres conduisant a` des conditions aux limites strictement dissi-
patives, voir (6.55). Le calcul, ainsi que la restriction sur ↵ +  , pour le second terme correcteur
ei
 p
" (I   P p )u 1,p est analogue.
On montre maintenant que, sous la restriction ↵ +   > 12 , les se´ries de´finissant u
"
app admettent
des traces dans L2(Rt ⇥ @⌦1) et dans L2(Rt ⇥ @⌦1). On ne traitera ici que le cas de la trace sur
@⌦1 de la se´rie
P
p 0 e
i'p
"
h
u'0,p + "(I   P'p )u'1,p
i
, les raisonnements pour les autres configurations
e´tant analogues.
On traite d’abord la se´rie
P
p 0 e
i'p
" u'0,p, un simple calcul donne :
ku0,p|x1=0kL2(R⇥@⌦1)  |µp|
✓Z
R⇥R+
   g⇣t  p(2p+ 3)x2, (4p+ 1)x2⌘   2 dtdx2◆ 12
 |µp|p
p+ 1
kgkL2(R⇥R+),
ou` on a fait le changement de variables
s
y2
 
=

1  p(2p+ 3)
0 4p+ 1
  
t
x2
 
.
Si ↵+  > 12 , le crite`re de d’Alembert et l’ine´galite´ triangulaire permettent de conclure que la trace
de
P
p 0 e
i'p
" u'0,p est dans L
2(R⇥ @⌦1).
On s’inte´resse ensuite a` la se´rie
P
p 0 e
i'p
" "(I   P'p )u'1,p, un calcul similaire a` celui qui vient
d’eˆtre e↵ectue´ pour la se´rie
P
p 0 e
i'p
" u'0,p montre que l’on a l’estimation suivante :
ke i'p" "(I   P'p )u'1,pkL2(R⇥@⌦1) 
|µp|
(p+ 1)
3
2
kgkH1(R⇥R+).
Cette fois encore, la situation est le´ge`rement plus favorable pour le terme correcteur. La se´rieP
p 0 e
i'p
" "(I   P'p )u'1,p admet donc une trace L2(Rt ⇥ @⌦1) si ↵+   >  12 .
⇤
The´ore`me 6.6.1 Soit T > 0 et ↵+   > 12 ; alors le de´veloppement BKW converge vers la solution
exacte u" du proble`me a` coin (6.54) au sens ou` u"app   u" est O(") dans L2(⌦T ).
De´monstration : Par construction, la fonction u"   u"app 2 L2(⌦T ) est solution du proble`me a`
coin 8>>>>>><>>>>>>:
L(@)(u"app   u") = i"
P
p 0 e
i'p
" L(@)R'pL(@)u
'
0,p + e
i p
" L(@)R pL(@)u
 
0,p,
B1(u"app   u")|x1=0 = i"
P
p 0B1
h
e
i'p
" R'pL(@)u
'
0,p + e
i p
" R pL(@)u
 
0,p
i
|x1=0
,
B2(u"app   u")|x2=0 = i"
P
p 0B2
h
e
i'p
" R'pL(@)u
'
0,p + e
i p
" R pL(@)u
 
0,p
i
|x2=0
,
(u"app   u")|t0 = 0.
(6.89)
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De plus, graˆce a` la restriction ↵ +   > 12 , on sait que cette solution u
"   u"app admet des traces
L2(@⌦1,T ) et L2(@⌦2,T ).
Le but de la suite de cette de´monstration est de montrer que les termes sources apparaissant
dans le proble`me a` coin (6.89) sont bien O(") dans L2(⌦T ) pour le terme source a` l’inte´rieur et
L2(@⌦1,T ) (resp. L2(@⌦2,T )) pour le terme source sur la face @⌦1 (resp. @⌦2), de manie`re a` pouvoir
conclure en utilisant le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin (6.89).
⇧ Etude du terme source a` l’inte´rieur :
On peut calculer explicitement ce terme ; en e↵et apre`s un calcul pe´nible mais sans grande
di culte´ on peut montrer que
L(@)R'pL(@)u
'
0,p =fµpO(1)D2g(et',fx2'),
et
L(@)R pL(@)u
 
0,p = e⌫pO(1)D2g(et ,fx2 ),
ou` l’on rappelle que les et', fx2', et et fx2 sont de´finis en (6.79) et (6.80).
Les termes L(@)R'pL(@)u
'
0,p et L(@)R
 
pL(@)u
 
0,p sont des sommes de termes qui s’e´crivent sous
la forme O(eµp)@2g(t˜', x˜2') ou bien O(e⌫p)@2g(t˜ , x˜2 ). On peut alors re´ite´rer les meˆmes arguments
que dans la de´monstration de la proposition 6.6.1 pour obtenir l’estimation L2(⌦T ) pour le terme
source a` l’inte´rieur sous la condition ↵+   > 0.
⇧ Termes source sur le bord :
On traite le cas de la face @⌦1, le cas de la face @⌦2 e´tant entie`rement similaire. On rappelle
que
R'pL(@)u
'
0,p|x1=0
=
eµp
(4p+ 1)(2p+ 1)
[@tg   2@x2g]
⇣
t  p(2p+ 3)x2, (4p+ 1)x2
⌘2p
1
 
.
On calcule alors :
k@tg(et, ex2)k2L2(@⌦1,T ) = Z
] 1,T [⇥R+
   @tg⇣t  p(2p+ 3)x2, (4p+ 1)x2⌘   2 dt dx2,
 1
(4p+ 1)
k@tgk2L2(@⌦1,T ),
ou` l’on a fait le changement de variables :
s
y2
 
=

1  p(2p+ 3)
0 (4p+ 1)
  
t
x2
 
.
Ainsi la norme kR'pL(@)u'0,p|x1=0kL2(@⌦1,T ) se majore par :
kR'pL(@)u'0,p|x1=0kL2(@⌦1,T ) 
C|µ˜p|
(p+ 1)
3
2
kgkH1(@⌦1,T ), (6.90)
et il su t que ↵ +   >  12 pour que la se´rie
P
p 0 kR'pL(@)u'0,p|x1=0kL2(@⌦1,T ) converge. La contri-
bution du terme R pL(@)u
 
0,p|x1=0
se traite de la meˆme manie`re.
On peut donc appliquer le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin (6.54), et il vient :
ku"   u"appkL2(⌦T )  C".
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⇤
L’exemple que l’on a de´crit dans ce paragraphe est donc conforme a` l’intuition. En e↵et il
semble assez naturel de penser que l’existence d’un rayon pie´ge´ (au sens de la de´finition 6.9.6)
n’est pas fatal pour le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin dans la mesure ou` les con-
ditions de bords de ce dernier dissipent su samment d’e´nergie a` chaque fois que le rayon est re´fle´chi.
On conclut ce paragraphe en montrant que le rayon d’optique ge´ome´trique pre´ce´demment con-
struit se concentre vers le coin. On de´marre au temps t = 0 d’un point (0, y0) 2 @⌦1 et on s’inte´re`sse
a` son parcours quand il voyage le long des courbes bicaracte´ristiques. Ce point vient frapper la face
@⌦2 en un point (x0, 0) apre`s un certain temps de parcours t
'
0 . Puis, ce rayon est re´fle´chi et se
dirige a` nouveau vers la face @⌦1. Il atteint cette face en un point (0, y1) au bout d’un temps t
 
0 .
En continuant de suivre ce rayon, on est amene´ a` conside´rer quatres suites, (yp)p2N les ordonne´es
des rebonds sur la face @⌦1, (xp)p2N les abscisses des rebonds sur la face @⌦2 et enfin, les temps de
parcours d’une face vers l’autre note´s (t'p )p2N et (t p )p2N.
Une simple re´currence montre que ces suites sont donne´es par les expressions suivantes :
yp =
1
4p+ 1
y0 , xp =
1
4p+ 3
y0,
t'p =
4p2 + 4p+ 2
(4p+ 3)(4p+ 1)
y0 , t
 
p =
4p2 + 8p+ 5
(4p+ 3)(4p+ 5)
y0.
Puisque les suites (xp)p2N et (yp)p2N tendent vers 0, on est bien en pre´sence d’un phe´nome`ne de
concentration vers le coin. D’autre part, on remarque que le temps de transport total vers le coin,P
p 0
⇣
t'p + t
 
p
⌘
est clairement infini. Donc il est impossible d’atteindre le coin en temps fini.
On remarque que le phe´nome`ne de concentration vers le coin est code´ par le rapport
  1p :=
yp+1
yp
=
wp,2
wp,1
vp,1
vp,2
=
4p+ 1
4p+ 5
.
Ici on est dans le cas  p > 1, pour tout p 2 N mais plus ge´ne´ralement :
⇧ Si  p > 1, alors en suivant les bicaracte´ristiques on se rapproche du coin.
⇧ Si  p < 1, alors en suivant les bicaracte´ristiques on s’e´loigne du coin.
⇧ Si  p = 1, alors apre`s avoir suivi les bicaracte´ristiques, on revient exactement a` la meˆme
position.
Une version le´ge`rement plus ge´ne´rale de cette observation sera d’importance dans le sous-paragraphe
6.9.5.
On conclut ce paragraphe par le sche´ma re´capitulatif suivant qui illustre la propagation du rayon
d’optique ge´ome´trique.
6.7 Retour sur l’exemple (5.13) d’Osher.
Dans ce paragraphe on revient sur l’exemple des deux e´quations de transport de´couple´es (5.13).
On va montrer que le de´veloppement BKW pour ce proble`me admet aussi une infinite´ de phases.
Cependant, on avait mentionne´ au sous-paragraphe qu’une restriction sur les conditions de bord
e´tait ne´cessaire et su sante pour que ce proble`me (5.13) soit fortement bien pose´. Cette condition
e´tait de la forme |ab| < 1, et co¨ıncidait avec les parame`tres au bord a et b qui rendaient l’ope´rateur
I   T1 (cf. sous-paragraphe 5.3.2) inversible sur L2(R+). On montre dans ce sous-paragraphe
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Figure 6.9: Allure des bicaracte´ristiques du proble`me a` coin (6.54).
que cette condition sur a et b est aussi su sante pour donner un sens a` la se´rie de´finissant le
de´veloppement BKW.
Le proble`me a` coin que l’on conside`re dans ce sous-paragraphe s’e´crit sous la forme :8>>>>><>>>>>:
@tu" +

1 0
0  1
 
@1u" +
 1 0
0 1
 
@2u" = 0,⇥
1  a⇤u"|x1=0 = 0,⇥ b 1⇤u"|x2=0 = g",
u|t0 = 0.
(6.91)
ou` a, b 2 R. On a de´ja` mentionne´ que les conditions de bord ve´rifiaient la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme pour tout a et b. On peut aussi facilement montrer qu’elles sont strictement
dissipatives pour
|a| < 1, et |b| < 1.
En e↵et, en raison de la ge´ome´trie ”de´ge´ne´re´e” de la varie´te´ caracte´ristique de ce proble`me, le
the´ore`me de Strang [Str69] ne s’applique pas contrairement aux exemples pre´ce´dents. Un simple
calcul montre que l’e´quation de la varie´te´ caracte´ristique a` ⌧ = 1 est
(1  ⇠1 + ⇠2)(1 + ⇠1   ⇠2) = 0,
et se compose donc de deux droites paralle`les.
On pose pour terme source
g"(t, x1) := e
i
" (t+x1)g(t, x1),
ou`H1(@⌦1) (en e↵et, on rencontrera pas de phase entrente-entrante dans le processus de ge´ne´ration
des phases donc prendre g 2 H1p , n’est pas ne´cessaire.)
On applique le proce´de´ de ge´ne´ration des phases, on obtient que les phases ge´ne´re´es par rebonds
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successifs et leurs vitesses de groupe associe´es sont : pour p   0,
(6.92)
'p(t, x) := t  (1 + 2p)x1   2px2, v'p = v' :=

1
 1
 
,
 p(t, x) := t+ (1  2p)x1   2px2, v p = v :=
 1
1
 
,
les phases sur la droite du ”bas” indexe´es par  sont donc entrantes-sortantes, celles sur la droite
du ”haut” indexe´es par ' sont sortantes-entrantes. On donne la figure 6.10 en guise de re´capitulatif
du processus de ge´ne´ration des phases.
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-4
-3
-2
-1
1
2
℥_1
℥_2
Figure 6.10: La ge´ne´ration des phases pour l’exemple (5.13).
On postule donc un ansatz de la forme :
u" ⇠
X
p 0
e
i
"'p(t,x)
X
n 0
"nu'n,p +
X
p 0
e
i
" p(t,x)
X
n 0
"nu n,p. (6.93)
Quelques calculs, analogues a` ceux e↵ectue´s dans le paragraphe 6.6, montrent que les amplitudes
d’ordre ze´ro dans l’ansatz (6.93) sont donne´es par :
u'0,p := a
p+1bpg (t  (2p  1)x1   (2p  2)x2, x1 + x2) ,
u 0,p := (ab)
pg (t  (2p+ 1)x1   2px2, x1 + x2) .
On voit facilement que si |ab| < 1, alors la se´rie Pp 0 e i"'p(t,x)u'0,p + e i" p(t,x)u'0,p 2 H1(⌦T ).
De plus, en re´ite´rant la me´thode que l’on a de´crite pour l’e´quation des ondes, on peut con-
struire toutes les amplitudes d’ordre supe´rieur et on remarque que les se´ries
P
p 0 e
i
"'p(t,x)u'n,p +
e
i
" p(t,x)u'n,p 2 H1(⌦T ). En e↵et, en terme de sommabilite´ en p les termes ge´ne´raux de ces se´ries
seront de la forme
Pn
k=1 Pk(p)(ab)
kp, ou` les Pk sont des polynoˆmes3. L’hypothe`se |ab| < 1 assure
donc bien la sommabilite´.
3Les termes en (ab)kp, k > 1, proviennent du transport re´pe´te´ de la trace de la partie non polarise´e de l’amplitude.
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Sous l’hypothe`se |ab| < 1, le de´veloppement BKW tronque´ a` l’ordre N0 a bien un sens pour tout
N0 2 N et on peut montrer qu’il converge bien vers la solution exacte du proble`me a` coin au sens
ou` l’erreur est O("N0+1) dans L2(⌦T ).
Cet exemple laisse a` penser qu’en pre´sence d’une infinite´ de phases dans le de´veloppement BKW,
la condition d’Osher apparait pour assurer la sommabilite´ du de´veloppement BKW. On verra dans
le paragraphe 6.9 qu’une version microlocalise´e de la condition d’Osher semble apparaitre lorsque
des phases subissent des phe´nome`nes d’autointeraction.
6.8 La ge´ne´ration des phases pour N > 2.
Dans ce sous-paragraphe, on de´crit le principe de ge´ne´ration des phases par rebonds successifs
sur le bord de ⌦ lorsque le nombre d’e´quations du proble`me a` coin est strictement supe´rieur a` 2.
Comme on va le voir, l’heuristique de la ge´ne´ration des phases pour N > 2 sera assez semblable a`
celle de´crite dans le paragraphe 6.3. Toutefois, de nouvelles di culte´s apparaissent naturellement
lorsque N > 2 et il est ne´cessaire de de´crire comment les surmonter. Ces di culte´s sont les suivantes
; en premier lieu, un rayon qui vient frapper une face du domaine sera a priori re´flechi en plusieurs
rayons et on devra donc de´crire les re´flexions possibles de chaque rebond. En second lieu, il se
peut que lorsque l’on e´tudie l’intersection de la section de la varie´te´ caracte´ristique avec une droite
d’e´quation {(⌧ , ⇠1, ⇠2)} avec ⇠1 ou ⇠2 fixe´, on soit amene´ a` conside´rer des points d’intersection dont
l’une des composantes est complexe. De telles fre´quences n’apparaissaient pas dans le cas N = 2
et seront qualifie´es d’e´vanescentes. Enfin, la dernie`re nouveaute´ par rapport au cas N = 2 est qu’il
est maintenant possible de former des ”boucles” dans la section de la varie´te´ caracte´ristique, cre´ant
ainsi un phe´nome`ne d’autointeraction entre les phases.
6.8.1 Les phases induites par le terme source.
Comme dans le cas N = 2 on choisit de de´crire la ge´ne´ration des phases pour un proble`me de la
forme (6.1) ayant un terme source sur la face @⌦1 de la forme :
g"(t, x2) := e
i
"'(t,x2)g(t, x2), (6.94)
ou` l’amplitude g 2 H1p est nulle pour les temps ne´gatifs, et ou` ' est une phase plane de´finie par :
'(t, x2) := ⌧ t+ ⇠2x2,
avec ⌧ > 0 et ⇠
2
2 R.
Sans perte de ge´ne´ralite´, on suppose que pour j = 1, ..., 2, les pj , les nombres de valeurs propres
strictement positives (compte´es avec la multiplicite´) des matrices Aj sont non nuls.
Reprenant la meˆme e´tude que dans le cas N = 2, on sait que les phases induites par le terme
source (6.94) sont de la forme :
'k(t, x) := ⌧ t+ ⇠
k
1x1 + ⇠2x2,
ou` les (⇠k1 )k sont les racines dans la variable ⇠1 de la relation de dispersion detL(⌧ , ⇠1, ⇠2) = 0. On
peut se´parer ces phases en deux grande cate´gories, les phases oscillantes pour lesquelles ⇠k1 2 R et
les phases complexes pour lesquelles ⇠k1 2 C \ R.
D’apre`s la structure des sous-espaces stables et instables qui a e´te´ de´crite dans le paragraphe
6.2 (voir plus pre´cise´ment la de´composition (6.2)), on sait que les phases complexes se de´composent
en deux cate´gories. La premie`re correspond aux phases pour lesquelles Im ⇠1 < 0, ces dernie`res
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seront qualifie´es d’explosives. La seconde correspond aux phases pour lesquelles Im ⇠1 > 0, qui
seront qualifie´es d’evanescentes. Les phases oscillantes, elles, se de´composent toujours en quatres
cate´gories, les entrantes-entrantes, les entrantes-sortantes, les sortantes-sortantes et les sortantes-
entrantes.
De plus, d’apre`s l’analyse du paragraphe 6.2, on sait que le nombre de phases entrantes pour la
face @⌦1 additionne´ au nombre de phases e´vanescentes pour la face @⌦1 est e´gal a` p1, tandis que le
nombre de phases explosives ou sortantes pour la face @⌦1 est N   p1.
On commence par de´crire le comportement associe´ aux phases oscillantes. Comme dans le cas
N = 2, on doit refaire l’e´tude de cas selon la nature de la vitesse de groupe.
⇧ 'k sortante-sortante.
Dans ce cas, reprenant exactement les meˆmes arguments que dans le cas N = 2, on ne prend pas
en compte cette phase dans le de´veloppement BKW.
⇧ 'k sortante-entrante.
Une fois de plus, en re´ite´rant les meˆmes arguments que dans le cas N = 2, on e´carte dans un pre-
mier temps cette phase du de´veloppement BKW. Cependant, comme on va le voir par la suite,
en raison de possibles boucles dans la section de la varie´te´ caracte´ristique lorsque N > 2, il se peut
que l’on soit amene´ a` conside´rer cette phase plus tard dans le processus de ge´ne´ration des phases
(voir a` ce sujet l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1). Ainsi, il se peut que l’on retombe sur la phase
'k apre`s un certain nombre de rebonds.
Donc comme dans le cas N = 2, on e´carte initialement les phases sortantes pour la face @⌦1.
⇧ 'k entrante-entrante.
Comme dans le cas N = 2, si on conside`re un point y de la face @⌦1 tel que g(y) 6= 0, l’information
en ce point sera transporte´e, lorsque l’on de´roule le temps vers +1, le long de la droite passant
par y et de direction vk, ou` vk est la vitesse de groupe entrante-entrante associe´e a` 'k. Ainsi, ce
rayon ne frappera jamais la face @⌦2, donc ne ge´ne´rera aucune phase par rebond. Comme dans
le cas N = 2, les phases entrantes-entrantes constituent des cas de condition d’arreˆt. Cependant,
puisqu’il se peut qu’il y ait plusieurs phases entrantes-entrantes, il faudra tout de meˆme toutes les
conside´rer dans le de´veloppement BKW.
⇧ 'k entrante-sortante.
Le cas des phases entrantes-sortantes est une fois de plus le plus inte´ressant. En e↵et, lorsque l’on
transporte un point y (ve´rifiant g(y) 6= 0) de la face @⌦1 le long de la droite porte´e par une vitesse
de groupe entrante-sortante, ce dernier vient frapper la face @⌦2 au bout d’un certain temps de
parcours et donne ainsi lieu a` de nouvelles phases par rebond. Il faut donc comme dans le cas N = 2
e´tudier les nouvelles phases obtenues par re´fle´xion. Cependant, on insiste ici sur le fait que dans le
cas N > 2, il se peut qu’il y ait plus d’une phase associe´e a` une vitesse de groupe entrante-sortante.
Il faudra donc e´tudier les rebonds de chacune de ces phases. C’est pourquoi, dans la suite, on
fixe une de ces phases, 'k, et on va de´crire ses rebonds. On re´ite´rera ensuite la construction pour
chacune de ces phases.
⇧ 'k complexe.
Reprenant l’e´tude des phases complexes pour le de´veloppement BKW du proble`me aux limites
standard (voir par exemple [Mar10] et [Les07] ), on s’attend a` ce que les amplitudes associe´es a` des
phases complexes transportent l’information dans la direction normale a` la face @⌦1. Cependant,
cette propagation de l’information est exponentiellement de´croissante (resp. croissante) par rapport
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a` la variable x1 pour les amplitudes lie´es a` des phases e´vanescentes (resp. explosives). Par la suite,
puisque l’on cherche a` construire des amplitudes dans L2(⌦), on e´carte les amplitudes lie´es a` des
modes explosifs.
Ainsi, on ne conserve que les phases complexes e´vanescentes ; ces dernie`res propagent le terme
source sur la face @⌦1 dans la direction normale a` la face @⌦1 avec un amortissement exponen-
tiel par rapport a` la variable x1. Puisque pour des questions de re´gularite´ des amplitudes dans le
de´veloppement BKW, on a choisi de travailler avec un terme source g 2 H1p , ce dernier ve´rifie, en
particulier, g(t, 0) = 0. Par conse´quent, l’information propage´e par un mode e´vanescent ne vient
jamais frapper la face @⌦2 et donc les modes e´vanescents pour la face @⌦1 sont des cas d’arreˆt du
processus de de´termination des phases au meˆme titre que les phases ayant une vitesse de groupe
entrante-entrante.
En re´sume´, les phases induites par le terme source g" seront les phases qui sont entrantes pour
la face @⌦1 et les phases qui sont e´vanescentes pour cette meˆme face. Les phases e´vanescentes pour
la face @⌦1 et les phases entrantes-entrantes ne seront pas re´fle´chies. On s’inte´re`sse donc comme
dans le cas N = 2 aux re´fle´xions possibles des phases ayant une vitesse de groupe entrante-sortante.
On insiste cependant sur le fait qu’a priori il se peut qu’il y en ait plusieurs. C’est pourquoi, on
doit de´terminer les rebonds de chacune de ces phases.
6.8.2 Le premier rebond.
Comme dans le cas de la ge´ne´ration des phases pour N = 2, une fois que l’on a fixe´ l’une des phases
entrantes-sortantes, 'k, induite par le terme source, pour de´terminer ses rebonds on est amene´ a`
de´terminer les racines dans la variable ⇠2 de la relation de dispersion
det(L(⌧ , ⇠k1 , ⇠2)) = 0.
De fac¸on e´quivalente, si on conside`re les e´ventuelles racines de partie imaginaire non nulle comme des
points a` l’infini, cela revient a` conside´rer les intersections de la droite d’e´quation
n
(⌧ , ⇠k1 , ⇠2), ⇠2 2 R
o
avec V⌧=⌧ .
Re´ite´rant les arguments du paragraphe 6.2 et ceux du sous-paragraphe pre´ce´dent, on peut e´carter
d’o ce les phases ayant des vitesses de groupe sortante-sortante ou entrante-sortante et les phases
explosives (i.e. celles pour lesquelles ⇠2 2 (C \ R) et Im ⇠2 < 0) pour la face @⌦2.
On se rame`ne donc a` conside´rer seulement les phases e´vanescentes pour la face @⌦2 et les
phases oscillantes ayant une vitesse de groupe entrante-entrante ou entrante-sortante. Les phases
e´vanescentes propagent l’information dans la direction normale a` la face @⌦2 avec un amortissement
exponentiel dans la variable x2. Donc les phases e´vanescentes pour la face @⌦2, comme les phases
entrantes-entrantes sont des conditions d’arreˆt dans la ge´ne´ration des phases.
Les phases sortantes-entrantes, viendront se re´fle´chir sur la face @⌦1 et il faudra de´terminer leurs
rebonds pour chacune de ces phases. Dans la suite, on fixe l’une de ces phases, 'k1 , elle ve´rifie :
'k1(t, x) := ⌧ t+ ⇠
k
1x1 + ⇠
k1
2 x2.
6.8.3 Les rebonds suivants et re´sume´.
La rayon porte´ par la phase 'k1 vient frapper la face @⌦1 et il s’y re´fle´chit en plusieurs rayons qui
sont ou entrants pour la face @⌦1 ou bien e´vanescents pour cette meˆme face. Une fois de plus, pour
de´terminer ces rayons re´fle´chis il est ne´cessaire de s’inte´resser aux racines en ⇠1 de la relation de
dispersion
det(L(⌧ , ⇠1, ⇠k12 )) = 0.
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Si cette e´quation n’admet aucune racine ⇠k21 2 R telle que la vitesse de groupe associe´e a` la
phase
'k2(t, x) := ⌧ t+ ⇠
k2
1 x1 + ⇠
k1
2 x2.
soit entrante-sortante, alors aucune des phases produites par le rebond ne se rebondira sur la face
@⌦2 et donc le proce´de´ de ge´ne´ration des phases pour la phase 'k1 s’arreˆte. On choisit alors une
autre phase obtenue au rebond pre´ce´dent et on e´tudie ses rebonds.
Si au contraire, la relation de dispersion admet des racines qui produisent des phases ayant une
vitesse de groupe entrante-sortante, on va e´tudier tous les rebonds de ces phases sur la face @⌦2 en
re´ite´rant la me´thode de´crite au sous-paragraphe pre´ce´dent.
On insiste ici sur le fait que lors d’un rebond sur la face @⌦1 (resp. @⌦2), le fait que l’on
e´carte les phases sortantes-entrantes (resp. entrantes-sortantes) n’implique en rien que ces phases
n’apparaitront pas tout de meˆme dans le de´veloppement BKW.
En e↵et, soit (⌧ , ⇠
1
, ⇠
2
) une phase entrante-sortante ge´ne´re´e par le terme source et
⇣
⌧ , ⇠
1
,e⇠
2
⌘
une
phase sortante-entrante induite par le terme source (qui en accord avec le proce´de´ de ge´ne´ration des
phases que l’on a de´crit est e´carte´e). On suppose que l’intersection de V⌧=⌧ avec la droite d’e´quationn
(⌧ , ⇠
1
, ⇠2), ⇠2 2 R
o
contienne une valeur de ⇠2, e⇠2, telle que la phase asocie´e soit sortante-entrante
et que l’intersection de V⌧=⌧ avec la droite d’e´quation
n
(⌧ , ⇠1,e⇠2), ⇠1 2 Ro contienne la fre´quence⇣
⌧ ,e⇠
1
,e⇠
2
⌘
(de fac¸on e´quivalente, on suppose qu’il existe un rectangle de coˆte´s paralle`les aux axes
du repe`re dont les sommets sont des points de V⌧=⌧ . Alors, si la fre´quence
⇣
⌧ ,e⇠
1
,e⇠
2
⌘
est associe´e
a` une fre´quence entrante-sortante, on remarque, en appliquant le principe de ge´ne´ration des phases
(plus pre´cise´ment lors du troisie`me rebond), que l’on est amene´ a` conside´rer la fre´quence
⇣
⌧ , ⇠
1
,e⇠
2
⌘
que l’on avait initialement exclue.
De plus, lorsque l’on e´tudie les rebonds de la phase associe´e a` la fre´quence
⇣
⌧ ,e⇠
1
,e⇠
2
⌘
sur la face
@⌦1, on est amene´ a` reprendre en compte la phase de fre´quence (⌧ , ⇠1, ⇠2). Ainsi, la phase pour la
fre´quence (⌧ , ⇠
1
, ⇠
2
) ”s’autoge´ne`re” puisqu’on la retrouve dans les phases qu’elle a ge´ne´re´es. C’est
ce que l’on entendra dans la suite par phe´nome`ne d’autointeraction et/ou de ”boucle”.
On renvoie au sous-paragraphe 6.9.1 pour un exemple de proble`me a` coin dont la varie´te´ car-
acte´ristique ve´rifie ce genre de configuration.
Le fait qu’a` chaque rebond il y ait possiblement plus d’une phase ge´ne´re´e et ce phe´nome`ne
d’autointeraction entre les phases impliquent que l’on n’a plus un ordre naturel sur les phases comme
dans le cas N = 2. Dans le cas N > 2, on est plutoˆt en pre´sence d’un phe´nome`ne d’arborescence cor-
respondant a` la ge´ne´ration des phases lors de chaque rebond. Ainsi, construire les de´veloppements
BKW pour N > 2 est moins intuitif que dans le cas N = 2 pour lequel il su sait de de´terminer
les amplitudes dans l’ordre induit par la ge´ne´ration des phases. Dans le paragraphe suivant, on va
montrer comment surmonter cette absence d’ordre ”naturel”.
6.9 De´veloppements BKW pour N > 2 et rayon pie´ge´.
On conside`re dans tout ce sui suit un syste`me hyperbolique de N e´quations :8>>><>>>:
@tu" +A1@1u" +A2@2u" = 0, (x1, x2) 2 ⌦,
B1u"|x1=0 = g
",
B2u"|x2=0 = 0,
u"|t0 = 0,
(6.95)
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ou` A1, A2 2MN (R) avec N > 2, B1 2Mp1,N (R) et B2 2Mp2,N (R).
Comme on va le voir, afin de construire le de´veloppement BKW pour un proble`me a` coin ayant
plus de deux e´quations, imposer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chacune des faces
n’est a priori pas su sant et l’on sera amene´ a` demander l’inversibilite´ d’un certain ope´rateur obtenu
dans une relation de compatibilite´ entre les traces des amplitudes.
Il est inte´ressant de remarquer que c’est justement une telle relation d’inversibilite´ qu’Osher
imposait dans [Osh73] et [Osh74b] pour e´tablir le caracte`re bien pose´ de (6.95).
Cette condition d’inversibilite´ apparait naturellement lorsque l’on conside`re des proble`mes a`
coin qui admettent des rayons dits pie´ge´s (voir de´finition 6.9.6 ci-dessous). Ces rayons sont facile
a` ge´ne´rer si l’on conside`re des ope´rateurs hyperboliques pour lesquels la section de la varie´te´ car-
acte´ristique a` ⌧ fixe´ (qui comme on l’a vu plus haut est un objet dont la ge´ome´trie influe sur le
de´veloppement BKW) contient une ”boucle”. Ainsi, une fre´quence donne´e pourra eˆtre ge´ne´re´e
autant de fois que l’on parcourt cette meˆme boucle. Par conse´quent, contrairement aux exemples
de´crits dans les paragraphes pre´ce´dents, l’ordre de re´solution du de´veloppement BKW ne sera plus
aussi clairement de´termine´ puisqu’une fre´quence peut se trouver eˆtre dans son propre passe´ et dans
son propre futur lorsque l’on suit les rayons de l’optique ge´ome´trique.
Avant de donner un re´sultat dans un cadre ge´ne´ral de construction de de´veloppements BKW
pour des proble`mes a` coin ayant plus de deux e´quations, on a trouve´ a` propos d’illustrer cette
nouvelle condition d’inversibilite´ sur un exemple.
6.9.1 Un exemple illustratif.
Dans ce sous-paragraphe, on cherche a` exhiber de fac¸on convaincante la ne´cessite´ d’une nouvelle
condition d’inversibilite´ en vue de construire des de´veloppements BKW sur des proble`mes a` coin
de la forme (6.95) avec plus de deux e´quations.
On conside`re le proble`me a` coin :8>>><>>>:
@tu" +A1@1u" +A2@2u" = 0, (x1, x2) 2 ⌦,
B1u"|x1=0 = 0,
B2u"|x2=0 = g
",
u"|t0 = 0,
(6.96)
avec :
A1 :=
24 0 0 p50 57 0p
5 0 4
35 , A2 :=
241 0 00  1 0
0 0  1
35 ,
et pour un parame`tre   2 R fixe´ :
B1 :=

0 4
p
7p
7  4 0
 
, B2 :=
⇥   1 0⇤ . (6.97)
Ce syste`me est donc compose´ d’un syste`me de type ”ondes” et d’une e´quation scalaire qui sont
couple´es par les conditions sur le bord.
On peut ve´rifier que la condition de bord de´finie par B1 sur la face @⌦1 est strictement dissipative
et donc en particulier, elle satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme. La condition de
bord sur la face @⌦2 ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour tout   non nul. On a
de plus le comportement suivant par rapport a` la valeur de   :
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⇧ Si | | > 1, alors la condition de bord de´finie par B2 est strictement dissipative.
⇧ Si | | = 1, alors la condition de bord de´finie par B2 est maximale dissipative.
⇧ Si | | < 1, alors la condition de bord de´finie par B2 est non dissipative.
Il est de plus clair que le proble`me a` coin (6.96) est syme´trique, non caracte´ristique, qu’il ve´rifie
l’hypothe`se 6.2.5 et enfin qu’il est ge´ome´triquement re´gulier au sens de la de´finition suivante.
De´finition 6.9.1 [MZ05] L’ope´rateur L(@) est dit ge´ome´triquement re´gulier s’il ve´rifie la proprie´te
suivante. Pour tout e´le´ment (⌧ , ⇠
1
, ⇠
2
) non nul de la varie´te´ caracte´ristique V , alors :
i) Il existe un voisinage V de (⇠
1
, ⇠
2
) dans R2, N fonctions analytiques sur V a` valeurs re´elles  j
telles que :
8⌧ 2 R, 8⇠ 2 V, det(⌧I + ⇠1A1 + ⇠2A2) =
NY
j=1
(⌧ +  j(⇠1, ⇠2)).
ii) Il existe N fonctions analytiques sur V a` valeurs dans CN , line´airement inde´pendantes note´es
ej, telles que
8⇠ 2 V, (⇠1A1 + ⇠2A2)ej(⇠1, ⇠2) =  j(⇠1, ⇠2)ej(⇠1, ⇠2). (6.98)
Bien suˆr l’hyperbolicite´ a` multiplicite´ constante implique la re´gularite´ ge´ome´trique, la re´ciproque
n’e´tant pas vraie. La principale di↵e´rence entre ces deux classes est que la classe des ope´rateurs
ge´ome´triquement re´guliers contient des ope´rateurs dont les di↵e´rentes feuilles de la varie´te´ car-
acte´ristique s’intersectent. Ceci est impossible dans la classe des ope´rateurs hyperboliques a` multi-
plicite´ constante.
Pour le proble`me a` coin (6.96), l’e´quation de la section de la varie´te´ caracte´ristique avec le plan
{⌧ = 1} est donne´e par :
(V⌧=1)
  5⇠21   ⇠22 + 4⇠1⇠2 + 4⇠1 + 1 ✓1 + 57⇠1   ⇠2
◆
= 0,
et se compose donc d’une ellipse et d’une droite qui s’intersectent, voir la figure 6.11.
Il faut faire attention a` ces points d’intersection car ils peuvent, de fac¸on assez ge´ne´rique, induire
une infinite´ de phases dans le de´veloppement BKW. En e↵et, on suppose qu’a` un point d’intersection
l’une des feuilles est associe´e a` une vitesse de groupe entrante-sortante, tandis que la seconde est
associe´e a` une vitesse de groupe sortante-entrante. Alors, les vitesses de groupe e´tant re´gulie`res,
sur chaque feuille on peut trouver un voisinage du point d’intersection sur lequel les vitesses de
groupe ne changent pas de type. Il s’en suit que si le rayon d’optique ge´ome´trique contient une
fre´quence dans l’un de ces voisinages alors il est automatiquement attire´ vers le point d’intersection
en formant un ”escalier” semblable a` celui de´crit dans le paragraphe 6.6.
Cependant pour l’exemple (6.96) qui nous pre´occupe pour le moment, le seul phe´nome`ne de con-
centration au voisinage d’un point d’intersection possible fera intervenir des phases dont on sait que
les amplitudes associe´es sont nulles (cf. paragraphe 6.8). Ainsi, les fre´quences associe´es ne seront
pas prises en compte dans le de´veloppement BKW. Le nombre de phases ge´ne´re´es sera alors bien fini.
Dans ce sous-paragraphe, on s’inte´ressera plus particulie`rement aux quatre amplitudes lie´es aux
fre´quences suivantes
 
1, 215 , 8
 
, (1, 3, 8), (1, 3, 4) et
 
1, 215 , 4
 
. Ces fre´quences qui s’ave`reront eˆtre
autointeragissantes, sont ge´ne´re´es lorsque l’on choisit, par exemple, un terme source sur la face @⌦2
de la forme :
g"(t, x1) = e
i
"(t+
21
5 x1)g(t, x1),
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Figure 6.11: Section de la varie´te´ caracte´ristique et ge´ne´ration des phases pour le proble`me a` coin
(6.96).
Figure 6.12: Ge´ne´ration d’une infinite´ de phases au voisinage d’un point d’intersection.
ou` g 2 H1p , est une amplitude nulle pour les temps ne´gatifs.
Il est inte´ressant de remarquer que lorsque l’on applique le proce´de´ de ge´ne´ration des phases du
paragraphe 6.8 on retombe plusieurs fois sur les fre´quences
 
21
5 , 8
 
,
 
21
5 , 4
 
, (3, 4), (3, 8), d’ou` le
terme de ”boucle”.
On associe aux quatre fre´quences pre´ce´dentes, les phases et les vitesses de groupe suivantes :
'1(t, x) := t+
21
5
x1 + 8x2, v1 =
 3
2
5
 
,
'2(t, x) := t+
21
5
x1 + 4x2, v2 =

5
7 1
 
,
'3(t, x) := t+ 3x1 + 4x2, v3 =
 5
2
 
,
'4(t, x) := t+ 3x1 + 8x2, v4 =

3
 2
 
.
Les vitesses de groupe v1 et v3 sont sortantes-entrantes tandis que les vitesses de groupe v2 et v4
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sont entrantes-sortantes. Ceci aura son importance dans le phe´nome`ne d’autointeraction entre les
phases.
Si on continue d’appliquer le principe de ge´ne´ration des phases de´crit au paragraphe 6.8, on
peut montrer que les autres phases attendues dans le de´veloppement BKW sont les suivantes4 :
'0(t, x) := t+
49
5
x1 + 8x2, '5(t, x) := t+ x1 + 4x2, '6(t, x) := t+ x1,
'7(t, x) := t  1
5
x1, '8(t, x) := t  7
5
x1, '9(t, x) := t  1
5
x1   4
5
x2,
'10(t, x) := t  7
5
x1 +
7
5
 
 2 + i
p
214
7
!
x2, ' 1(t, x) := t+
49
5
x1 +
 
98
5
+ i
2
p
7267
5
3
2
!
x2.
On peut montrer que les phases '10 et ' 1 sont e´vanescentes pour la face @⌦2, que les phases '4,
'5, '7 et '8 sont entrantes-sortantes, que la phase '6 est sortante-entrante et qu’enfin la phase '9
est entrante-entrante.
Cependant, dans la suite de ce paragraphe, bien que l’on puisse le faire (au prix de quelques
calculs), on ne cherchera pas a` de´terminer explicitement les amplitude lie´es a` ces phases. En e↵et, il
sera su sant de ve´rifier que le the´ore`me 6.9.2 s’applique pour e´tablir l’existence du de´veloppement
BKW. Cette ve´rification passe par l’e´tude du phe´nome`ne d’interaction des quatres fre´quences de
la ”boucle”, c’est pourquoi on pousse plus avant l’e´tude de ces quatres fre´quences en calculant les
sous-espaces stables associe´s :
Es2
✓
i,
21
5
◆
:= vect {e1} , e1 :=
24 730p
5
35 (6.99)
Es2 (i, 3) := vect {e3} , e3 :=
24 30p
5
35
et
Es1 (i, 4) := vect {e2, e5} , e2 :=
2401
0
35 , e5 :=
24 10
5
35 , (6.100)
Es1 (i, 8) := vect {e4, e0} , e4 :=
24 10
3
35 , e0 =
2401
0
35 .
On calcule aussi les inverses donne´es par la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme :
 1(i, 4) =
264 
1
6
p
7
  1
6
p
7
  116   516
5
6
p
7
5
6
p
7
375 ,  1(i, 8) =
264 
1
4
p
7
  1
4
p
7
 18  38
3
4
p
7
3
4
p
7
375 ;
4En appliquant le proce´de´ de ge´ne´ration des phases, on remarque que le seul moment ou` l’on pourrait venir se
concentrer au voisinage d’un point d’intersection, et ainsi cre´er une infinite´ de phases, est lorsque l’on cherche les
rebonds de la phase entrante-sortante '2, ou de fac¸on e´quivalente, lorsque que l’on recherche les racines en ⇠2 de
l’e´quation
det(L(1, 3, ⇠2)) = 0.
L’une des solutions est associe´e a` la phase '3 qui se re´fle´chira en '4 et '5, phases qui ne peuvent se concentrer vers
le point d’intersection. La deuxie`me solution se trouve sur la droite d’e´quation
 
1 + 57⇠1   ⇠2 = 0, (⇠1, ⇠2) 2 R2
 
est
entrante-sortante et est donc e´carte´e d’apre`s le paragraphe 6.8.
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ainsi que
 2(i, 3) =
1
3 
24 30p
5
35 ,  2✓i, 21
5
◆
=
3
7 
24 730p
5
35 .
On postule l’ansatz suivant
u" ⇠
9X
j=0
e
i
"'j
X
n 0
"nun,j +
X
n 0
"n
⇣
e
i
"' 1(t,x1,0)Un, 1
⇣
t, x,
x2
"
⌘
+ e
i
"'10(t,x1,0)Un,10
⇣
t, x,
x2
"
⌘⌘
.
(6.101)
Comme pre´ce´demment indique´, on ne s’inte´re`sse pas ici a` la construction de toutes les amplitudes
dans le de´veloppement BKW mais seulement au phe´nome`ne d’autointeraction entre les quatres
phases '1,'2,'3 et '4. C’est pourquoi, on ne donnera pas ici l’espace des profils e´vanescents pour
la face @⌦2.
Par polarisation des amplitudes de degre´ ze´ro, on peut e´crire
8i 2 {1, ..., 4} , u0,i(t, x) :=  i(t, x)ei,
ou` les vecteurs ei sont de´finis en (6.99) et (6.100). D’apre`s le lemme de Lax [Lax57], l’amplitude  1
doit ve´rifier l’e´quation de transport :8><>:
(@t + v1 ·rx) 1 = 0,
 1|x2=0 =
3
7 
h
g    2|x2=0
i
,
 1|t0 = 0.
Donc,  1 de´pend de la trace sur @⌦2 de la ”seconde” amplitude du proble`me seulement. En inte´grant
le long des caracte´ristiques, on obtient :
 1(t, x) =
3
7 
h
g    2|x2=0
i✓
t  5
2
x2, x1 +
15
2
x2
◆
. (6.102)
Or pour de´terminer la trace sur @⌦2 de  2, cette dernie`re e´tant une amplitude associe´e a` une
phase entrante-sortante, il su t de de´terminer sa trace sur @⌦1. Il est ici instructif de se pencher
en de´tail sur la condition de bord sur la face @⌦1, cette dernie`re s’e´crit sous la forme :
B1 [u0,2 + u0,5]|x1=0 =  B1u0,3,
et il su t d’appliquer la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour obtenir :
 2|x1=0e2 +  5|x1=0e5 =   3|x1=0 1(i, 4)B1e3.
Ainsi puisque le membre de droite de cette e´galite´ est un vecteur de Es1(i, 4) dont les vecteurs e2 et
e5 forment une base, on obtient apre`s un simple calcul :(
 2|x1=0 =
p
35
16
⇥
1  3p5⇤ 3|x1=0 ,
 5|x1=0 =  16
⇥p
5  3⇤ 3|x1=0 .
Ceci montre que la connaissance de la trace  3|x1=0 permet de de´terminer les amplitudes  2 et  5
en re´solvant les e´quations de transport :8><>:
(@t + v2 ·rx) 2 = 0,
 2|x1=0 =
p
35
16
⇥
1  3p5⇤ 3|x1=0 ,
 2|t0 = 0,
et
8<:
(@t + v5 ·rx) 5 = 0,
 5|x1=0 =  16
⇥p
5  3⇤ 3|x1=0 ,
 5|t0 = 0.
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Comme pre´ce´demment indique´ on ne s’inte´re`sse pas ici a` l’amplitude  5. Ne´anmoins, il est
inte´ressant de remarquer, pour l’e´tude du cas ge´ne´ral qui va suivre au paragraphe 6.9.3, que la
connaissance d’une seule trace permet parfois de de´terminer plusieurs amplitudes. En inte´grant
l’e´quation de transport sur  2 le long des caracte´ristiques, on de´termine  2 en fonction de  3 :
 2(t, x) =
p
35
16
h
1  3p5
i
 3
✓
t  7
5
x1, 0, x2 +
7
5
x1
◆
. (6.103)
Enfin re´solvant les e´quations de transport :8<:
(@t + v3 ·rx) 3 = 0,
 3|x2=0 =  13 4|x2=0 ,
 3|t0 = 0,
et
8<:
(@t + v4 ·rx) 4 = 0,
 4|x1=0 =
1
4
⇥
7
3  
p
5
⇤
 1|x1=0 ,
 4|t0 = 0,
on obtient :
 3(t, x) =  1
3
 4
✓
t  x2
2
, x1 +
5
2
x2, 0
◆
, (6.104)
 4(t, x) =
1
4

7
3
 p5
 
 1
✓
t  x1
3
, 0, x2 +
2
3
x1
◆
. (6.105)
Par conse´quent, combinant les e´quations (6.102)-(6.103)-(6.104) et (6.105) on obtient l’e´quation
fonctionnelle suivante pour la trace de  1 sur @⌦1 :
 1(t, 0, x2) =  
p
5
64
p
7 
h
1  3p5
i 7
3
 p5
 
 1
✓
t  27x2, 0, 35
2
x2
◆
+ (Fg), (6.106)
ou` F est un ope´rateur explicitement calculable mais dont l’expression est de peu d’inte´reˆt.
L’e´quation (6.106) montre bien que la trace de l’amplitude  1 sur la face @⌦1 est autointer-
agissante, et que la de´termination du de´veloppement BKW passe par la re´solution d’e´quations
fonctionnelles du type (6.106).
On peut remarquer au passage que le facteur 352 dans l’e´quation fonctionnelle (6.106) est le
produit des pentes des vitesses de groupe de la ”boucle” :
35
2
=
v1,1
v1,2
v2,2
v2,1
v3,1
v3,2
v4,2
v4,1
.
Comme indique´ a` la fin du paragraphe 6.6, ce nombre e´tant supe´rieur a` 1, on est en pre´sence d’une
concentration dans le coin. Cependant, cette fois les vitesses de groupe sont constantes donc la
suite (xp)p2N qui repre´sente l’abscisse d’un point initialement en (x0, 0) apre`s avoir parcouru p fois
la boucle, est une suite ge´ome´trique de raison 235 . Ceci implique que la suite (tp)p2N qui repre´sente
le temps ne´cessaire pour parcourir la boucle la p-ie`me fois est aussi (au facteur 15(14 + 25
p
5) pre`s)
une suite ge´ome´trique de raison 235 . Ainsi, le temps de concentration au coin est fini.
On reviendra au sous-paragraphe 6.9.5 sur la re´solution de l’e´quation fonctionnelle (6.106). En
particulier, on y verra que le fait que l’e´quation (6.106) admette une unique solution impose une
contrainte sur le parame`tre  . Par conse´quent, de´terminer le de´veloppement BKW ne pourra se
faire uniquement en imposant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur les deux faces du
bord.
On conclut ce sous-paragraphe en donnant les figures 6.13, 6.14 et 6.15 qui repre´sentent l’allure
des bicaracte´ristiques du proble`me a` coin (6.96).
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Figure 6.13: Allure des bicaracte´ristiques de ”l’avant” boucle, le rebond 1! 2 et ses descendants.
Figure 6.14: Allure des bicaracte´ristiques de la boucle.
6.9.2 Cadre formel.
Dans ce sous-paragraphe on donne un cadre formel dans lequel on peut construire rigoureusement un
de´veloppement BKW. Comme on l’a de´ja` mentionne´, la ge´ome´trie de la varie´te´ caracte´ristique con-
ditionne le de´veloppement BKW d’un proble`me a` coin ; c’est pourquoi on commence ici par donner
un cadre pour lequel la de´pendance par rapport a` cette ge´ome´trie est ”minimale”. Ne´anmoins, on
prendra en compte le phe´nome`ne de ”boucle” et d’autointeraction pour certains rayons de l’optique
ge´ome´trique.
De´finition de l’ensemble des fre´quences.
Afin de simplifier un peu la description de l’ensemble des fre´quences que l’on s’attend a` voir dans
le de´veloppement BKW, on travaille ici avec des syste`mes strictement hyperboliques. C’est-a`-dire
que l’hypothe`se d’hyperbolicite´ suivante est satisfaite :
Hypothe`se 6.9.1 Il existe N fonctions, note´es  j, analytiques sur R2 \ {0} et a` valeurs re´elles
telles que :
8⇠ 2 S1, det (⌧ + ⇠1A1 + ⇠2A2) =
NY
k=1
(⌧ +  j(⇠)),
ou` les valeurs propres  i(⇠) ve´rifient  1(⇠) < ... <  N (⇠).
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Figure 6.15: Allure des bicaracte´ristiques de ”l’apre`s” boucle, le rebond 3! 4 et ses descendants.
Cette restriction par rapport au cadre hyperbolique a` multiplicite´ constante ou` l’on s’est place´
jusqu’ici n’est toutefois pas ne´cessaire pour la de´finition du cadre formel dans lequel on se place.
L’inte´reˆt de cette restriction est plutoˆt de simplifier grandement l’e´tude de la condition d’inversibilite´
sous laquelle on construit le de´veloppement BKW, voir le sous-paragraphe 6.9.5.
De´finition 6.9.2 Soit I une partie de N et ⌧ 2 R. Un ensemble indexe´ par I,
F :=  fi := (⌧ , ⇠i1, ⇠i2), i 2 I ,
sera un ensemble de fre´quences pour le proble`me a` coin (6.95) si pour tout i 2 I, fi ve´rifie
det(L(fi)) = 0, fi 6= 0,
ainsi que l’une des alternatives suivantes :
i) ⇠i1, ⇠
i
2 2 R.
ii) ⇠i1 2 (C \ R) , ⇠i2 2 R et Im ⇠i1 > 0.
iii) ⇠i2 2 (C \ R) , ⇠i1 2 R et Im ⇠i2 > 0.
Dans la suite de cette de´monstration, pour un ensemble de fre´quences Fpour le proble`me a` coin
(6.95), on posera :
Fos := {fi 2 F ve´rifiant i)} ,
Fev1 := {fi 2 F ve´rifiant ii)} ,
Fev2 := {fi 2 F ve´rifiant iii)} .
Il est alors clair que les ensembles Fos, Fev1 et Fev2 forment une partition de F . De plus, on peut
associer a` chaque e´le´ment fi de Fos une vitesse de groupe vi := (vi,1, vi,2). On rappelle que vi est
de´finie par vi := r ki(⇠i1, ⇠i2), ou` l’indice ki est l’entier tel que :
⌧ +  ki(⇠
i
1, ⇠
i
2) = 0.
Ainsi, l’ensemble Fos se partitionne selon les ensembles suivants :
Fee := {fi 2 Fos \ vi,1, vi,2 > 0} , Fes := {fi 2 Fos \ vi,1 > 0, vi,2 < 0} ,
Fse := {fi 2 Fos \ vi,1 < 0, vi,2 > 0} , Fss := {fi 2 Fos \ vi,1 < 0, vi,2 < 0} .
Fg := {fi 2 Fos \ vi,1 = 0 ou vi,2 = 0} .
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On retranscrit la partition de F de la fac¸on suivante sur l’ensemble des indices I :
I := Ig [ Iss [ Ies [ Ise [ Iee [ Iev1 [ Iev2,
ou` l’on a pose´ Ies (resp. g, ss, se, ee, ev1, ev2) l’ensemble des indices i 2 I tels que la fre´quence fi
associe´e soit dans Fes (resp. g, ss, se, ee, ev1, ev2). Dans un souci d’alle´gement des notations, on fera
souvent l’amalgame entre un ensemble de fre´quences F et l’ensemble des indices I par lequel il est
indexe´.
On travaillera toujours dans ce paragraphe avec un terme source sur la face @⌦1 qui s’e´crit sous
la forme :
g"(t, x2) := e
i
" (⌧ t+⇠2x2)g(t, x2), (6.107)
ou` g 2 H1p , est une amplitude nulle pour les temps ne´gatifs.
La de´finition suivante donne un cadre formel au principe de ge´ne´ration des phases que l’on a
de´crit au paragraphe 6.8. Plus pre´cise´ment, cette de´finition qualifie les ensembles de fre´quences qui
contiennent toutes (et uniquement) les fre´quences associe´es a` des amplitudes qui seront non nulles
dans le de´veloppement BKW de la solution u" du proble`me a` coin (6.95).
De´finition 6.9.3 Le proble`me a` coin (6.95) est qualifie´ de complet pour les re´flexions s’il existe un
ensemble de fre´quences F ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
i) F contient les racines (dans la variable ⇠1) re´elles associe´es a` des vitesses de groupe entrantes-
sortantes ou entrantes-entrantes ainsi que les racines complexes de partie imaginaire strictement
positive, de l’e´quation
det(L(⌧ , ⇠1, ⇠2)) = 0.
ii) Fg = ;.5
iii) Si (⌧ , ⇠i1, ⇠
i
2) 2 Fes, alors F contient toutes les racines en ⇠2 de l’e´quation det(L(⌧ , ⇠i1, ⇠2)) =
0, note´es ⇠p2 , qui ve´rifient l’une des deux alternatives suivantes :
iii0) ⇠p2 2 R et la fre´quence (⌧ , ⇠i1, ⇠p2) a une vitesse de groupe sortante-entrante ou entrante-
entrante.
iii00) Im ⇠p2 > 0.
iv) Si (⌧ , ⇠i1, ⇠
i
2) 2 Fse, alors F contient toutes les racines en ⇠1 de l’e´quation det(L(⌧ , ⇠1, ⇠i2)) =
0, note´es ⇠p1 , qui ve´rifient l’une des deux alternatives suivantes :
iv0) ⇠p1 2 R et la fre´quence (⌧ , ⇠p1 , ⇠i2) a une vitesse de groupe entrante-sortante ou entrante-
entrante.
iv00) Im ⇠p1 > 0.
v) F est minimal au sens de l’inclusion pour les quatres proprie´te´s pre´ce´dentes.
Remarque Le point i) revient a` demander que l’ensemble des fre´quences F contienne bien toutes
les fre´quences qui sont ge´ne´re´es par le terme source g".
Le point iii) (resp. iv)) correspond a` la ge´ne´ration par re´flexion sur la face @⌦2 (resp. @⌦1)
d’un paquet d’ondes qui e´mane de la face @⌦1 (resp. @⌦2).
Une conse´quence imme´diate de la condition de minimalite´ de F au sens de l’inclusion est que tout
ensemble de fre´quences complet pour les re´flexions ve´rifie ne´cessairement :
Fss = ;.
5Cette restriction n’est probablement pas ne´cessaire en soi. Cependant, pour un premier travail sur le sujet on a
trouve´ opportun de ne pas rentrer dans la grande technicite´ induite par la de´termination des amplitudes lie´es aux
phases de ”glancing” dans le de´veloppement BKW (voir [Wil00] pour le cas du proble`me aux limites standard).
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On supposera que la relation de dispersion det(L(⌧ , ⇠1, ⇠2)) = 0 admet au moins une solution
re´elle ⇠
1
, telle que la vitesse de groupe associe´e a` la fre´quence f := (⌧ , ⇠
1
, ⇠
2
) soit entrante-sortante.
Cette hypothe`se n’est bien suˆr pas ne´cessaire. Cependant, si cette dernie`re n’est pas satisfaite,
on voit facilement que la ge´ne´ration des phases pour le proble`me a` coin (6.95) n’est pas plus
riche que celle pour le proble`me aux limites standard dans le demi-espace {x1   0}, pour lequel
le de´veloppement BKW a de´ja` e´te´ construit. En e↵et, la minimalite´ de l’ensemble des fre´quences
implique alors, dans ce cas, que
F = Fee [ Fev1 et 8fi 2 F , ⇠i2 = ⇠2.
Pour un proble`me a` coin complet pour les re´flexions on peut de´finir les deux applications suiv-
antes qui, e´tant donne´ un indice, associent les indices ”voisins” de cet indice :
 , : I  ! PN (I),
ou` PN (I) de´signe l’ensemble des parties de I ayant au plus N e´le´ments. Plus pre´cise´ment, les
de´finitions de   et  sont les suivantes : pour i 2 I, fi = (⌧ , ⇠i1, ⇠i2),
 (i) :=
n
j 2 I \ ⇠j2 = ⇠i2
o
,
 (i) :=
n
j 2 I \ ⇠j1 = ⇠i1
o
.
On introduit en grande partie ces applications   et  pour munir l’ensemble des indices I d’une
structure de graphe qui sera plus abstraite mais plus facile a` manipuler, dans la suite de la
de´monstration, qu’une structure base´e sur la re´flexion des rayons. Cette structure est la suivante :
deux indices i et j seront dits voisins dans I si j 2  (i) ou j 2  (i).
En terme de re´flexion de paquet d’ondes, l’ensemble  (i) (resp.  (i)) repre´sente l’ensemble des
phases obtenues lors d’une re´flexion sur la face @⌦2 (resp. @⌦1) d’un rayon incident pour cette face,
ainsi que l’indice associe´ a` ce rayon. On insiste ici sur le fait que l’indice i n’est pas ne´cessairement
associe´ au rayon incident mais peut eˆtre associe´ a` l’un des rayons re´fle´chis.
On peut donner les proprie´te´s suivantes des applications   et  . On insiste sur le fait que ces
proprie´te´s sont inde´pendantes de la notion de boucle que l’on va introduire dans le sous-paragraphe
suivant.
Proposition 6.9.1 Si le proble`me a` coin (6.95) est complet pour les re´flexions, alors les applica-
tions   et  ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
i) 8i 2 I, i 2  (i), i 2  (i).
ii) 8i 2 I, 8j 2  (i), 8k 2  (i) on a  (i) =  (j) et  (i) =  (k).
iii) 8i 2 Ios,  (i) \ Iev2 = ; et  (i) \ Iev1 = ;. Et, 8i 2 Iev1, 8j 2 Iev2, on a  (i) ⇢ Iev1,
 (j) ⇢ Iev2.
iv) 8i 2 Ios, #( (i) \ Iev1 \ Ies \ Iee)  p1 , et #( (i) \ Iev2 \ Ise \ Iee)  p2.
v) 8i 2 I, on a d’une part 8i1, i2 2  (i), i1 6= i2 :
 (i) \ (i1) = {i1} et  (i1) \ (i2) = ;,
et d’autre part, 8j1, j2 2  (i), j1 6= j2 :
 (i) \  (j1) = {i1} et  (j1) \  (j2) = ;.
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De´monstration : Les points i), ii) et v) sont des conse´quences des de´finitions des applications  
et  . De meˆme, le point iii) de´coule de la de´finition d’ensemble de fre´quences. Le point iv), quant
a` lui, est une conse´quence de la structure de blocs (cf. lemme 6.2.1).
⇤
Les applications   et  permettent de de´finir facilement ce que l’on entend par deux indices
relie´s, ou en terme de re´flexion de paquets d’ondes, le fait qu’un rayon associe´ a` un indice i ait
ge´ne´re´ un rayon associe´ a` un indice j apre`s un certain nombre de rebonds :
De´finition 6.9.4 Si i 2 Ies, on dit que l’indice j 2 Ies [ Iev1 (resp. j 2 Ise [ Iev2) est relie´ a`
l’indice i, s’il existe p 2 2N+1 (resp. p 2 2N) et une suite d’indices ` = (`1, `2, ..., `p) 2 Ip ve´rifiant
la proprie´te´ suivante :
↵0) `1 2  (i) \ Ise, `2 2  (`1) 2 Ies, ... , j 2  (`p) (resp. j 2  (`p)).
On dit que l’indice j 2 Iee est relie´ a` l’indice i 2 Ies, s’il existe une suite ` = (`1, `2, ..., `p) 2 Ip
ve´rifiant :
 0) `1 2  (i) \ Ise, `2 2  (`1) \ Ies, ...,
⇢
j 2  (`p), p est impair,
j 2  (`p), p est pair.
Si i 2 Ise, on dit que l’indice j 2 Ies [ Iev1 (resp. j 2 Ise [ Iev2) est relie´ a` l’indice i, s’il existe
p 2 2N (resp. p 2 2N+ 1) et une suite d’indices ` = (`1, `2, ..., `p) 2 Ip ve´rifiant :
↵00) `1 2  (i) \ Ies, `2 2  (`1) 2 Ise, ... , j 2  (`p) (resp. j 2  (`p)).
On dit que l’indice j 2 Iee est relie´ a` l’indice iIse, s’il existe une suite ` = (`1, `2, ..., `p) 2 Ip
ve´rifiant :
 00) `1 2  (i) \ Ies, `2 2  (`1) \ Ise, ...,
⇢
j 2  (`p), p est impair,
j 2  (`p), p est pair.
Par convention tout indice est relie´ a` lui-meˆme en ze´ro re´fle´xions.
Enfin, si i 2 Iee [ Iev1 [ Iev2, aucun e´le´ment de I autre que i n’est relie´ a` i.
De plus, on dira qu’un indice j 2 I est relie´ a` l’indice i par une suite de type H (pour ”hori-
zontale”) (resp. V (pour ”verticale”)) et on notera i⇢
H
j (resp. i⇢
V
j) si la suite (i, `1, `2, ..., `p, j)
ve´rifie ↵00) ou  00) (resp. ↵0) ou  0)).
On va expliciter un peu cette de´finition. Si on se fixe un indice i 2 Ies, dire qu’un indice j
est relie´ a` l’indice i veut dire qu’il a e´te´ ge´ne´re´ apre`s un certain nombre de rebonds d’un rayon
initialement associe´ a` l’indice i. Plus pre´cise´ment, le rayon associe´ a` l’indice entrant-sortant i a
frappe´ la face @⌦2, s’y est re´fle´chi en un rayon sortant-entrant associe´ a` l’indice `1. Ce rayon a
ensuite frappe´ la face @⌦1 et a ge´ne´re´ par re´flexion le rayon associe´ a` l’indice entrant-sortant `2 qui
est ensuite aller frapper la face @⌦2... Ceci jusqu’a` ce que le rayon associe´ a` l’indice `p ge´ne`re par
re´flexion sur l’une des faces l’indice j.
L’e´tude de cas selon la nature de l’indice j dans le sous-cas ↵0) est alors juste la` pour prendre
en compte le fait qu’un rayon associe´ a` un indice dans Ies [ Iev1 (resp. Ise [ Iev2) n’a pu eˆtre
ge´ne´re´ par le rayon associe´ a` `p que lors d’une re´flexions sur la face @⌦1 (resp. @⌦2), ou de fac¸on
e´quivalente apre`s un nombre pair (resp. impair) de rebonds. Tandis qu’un rayon associe´ a` un indice
j 2 Iee peut avoir e´te´ ge´ne´re´ par le rayon porte´ par `p a` la suite d’une re´flexion sur l’une des deux
faces, d’ou` le sous-cas  0).
Si on voit plutoˆt l’ensemble I comme un arbre, dire que j est relie´ a` i revient a` dire que l’on
peut en partant de i atteindre j en passant par des indices `i, tout en adoptant la re`gle suivante : si
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on atteint `l en suivant une ligne verticale (resp. horizontale) alors on atteindra `l+1 en suivant une
ligne horizontale (resp. verticale). La notion de suite de typeH (resp. V ) facilitera la de´monstration
de la structure arbore´e de I et signifie juste que lorsque l’on de´marre de i, on commence par suivre
une ligne horizontale (resp. verticale).
La proposition suivante est imme´diate. C’est une conse´quence de la minimalite´ d’un ensemble
des fre´quences complet pour les re´flexions et de la de´finition d’indices relie´s.
Proposition 6.9.2 Soit F un ensemble de fre´quences complet pour les re´flexions indexe´ par I. On
introduit I0 l’ensemble des indices de I qui sont associe´s a` des phases ge´ne´re´es par le terme source
g", i.e.
I0 :=
 
i 2 Ies [ Iee [ Iev1 \ det(L(⌧ , ⇠i1, ⇠2)) = 0
 
.
On note IR l’ensemble des indices de I relie´s aux e´le´ments de I0. Alors, par convention I0 ⇢ IR
et de plus
IR = I.
De´monstration : On pose FR l’ensemble des fre´quences associe´es a` l’ensemble d’indices IR. Par
construction, il est clair que l’ensemble FR ve´rifient les deux premiers points de la de´finition 6.9.3.
Montrons que FR ve´rifie e´galement le point iii) de la de´finition 6.9.3.
On fixe i 2 IR, un indice entrant-sortant. On note ` la suite qui le relie a` l’un des e´le´ments de
I0. Alors les indices sortants-entrants, entrants-entrants et e´vanescents pour la face @⌦2 de  (i)
sont relie´s a` un e´le´ment de I0 par la suite (`, i), ils sont donc dans IR. Ainsi IR satisfait le point
iii) de la de´finition 6.9.3.
La de´monstration du fait que FR ve´rifie le point iv) de la de´finition 6.9.3 se fait de fac¸on
totalement analogue.
Or puisque IR ⇢ I et que les ensembles de fre´quences associe´s FR et F ve´rifient tout deux les
points i), ii) iii) et iv), la minimalite´ de F implique que IR = I.
⇤
A ce stade de l’analyse, on ne fait pas l’hypothe`se de finitude du nombre de phases dans
l’ensemble des fre´quences. En e↵et, on construit ici des de´veloppements BKW formels. L’hypothe`se
”#F < +1” n’interviendra qu’apre`s la construction du de´veloppement BKW pour justifier sa per-
tinence.
Ensemble des fre´quences a` boucle.
Comme indique´ au de´but de ce paragraphe, le but que l’on s’est donne´ est de construire rigoureuse-
ment le de´veloppement BKW d’un proble`me a` coin pour lequel certaines amplitudes dans le
de´veloppement subissent un phe´nome`ne d’autointeraction. Pour cela, on conside`re des proble`mes a`
coin dont la varie´te´ caracte´ristique contient une ”boucle”. Par boucle, on entend qu’il est possible
de trouver au moins quatre points de V \ {⌧ = ⌧} (ou de fac¸on e´quivalente, quatre fre´quences dans
F) telles que si l’on trace les segments reliant ces points, on obtienne un rectangle ou un ”escalier”
de taille finie (cf. [SS75] figure 8).
De nombreux types de boucles sont possibles et peu d’entre eux donnent e↵ectivement nais-
sance a` un phe´nome`ne d’autointeraction. C’est pourquoi, dans la suite de cette de´monstration, on
suposera pour simplifier qu’il existe une unique boucle et que cette dernie`re induit un phe´nome`ne
d’autointeraction. La restriction d’unicite´ n’est probablement pas ne´cessaire en soi mais elle permet
de simplifier grandement l’analyse et re´duit la complexite´ re´dactionnelle de la de´monstration. On
donnera dans le sous-paragraphe 6.9.7 quelques e´le´ments de de´monstration dans le cas ou` une boucle
d’autointeraction cohabite avec une boucle de non autointeraction. Ces deux types de boucles sont
introduits dans la de´finition suivante :
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De´finition 6.9.5 Soit i 2 I, p 2 2N + 1 et ` = (`1, ..., `p) une suite d’e´le´ments de I (non
ne´cessairement deux a` deux distincts).
• On dit qu’un indice i 2 I admet une boucle si ` ve´rifie :
`1 2  (i), `2 2  (`1), ..., i 2  (`p).
• On dira qu’une boucle pour un indice i est simple si la suite (i, `) ne contient pas de sous-suite se
re´pe´tant pe´riodiquement.
• On dira qu’un indice i 2 Ies (resp. i 2 Ise) admet une boucle d’autointeraction si i admet une
boucle simple et si la suite (i, `, i) est une suite de type V (resp. H) au sens de la de´finition 6.9.4.
Dans tout ce qui suit, on se placera donc sous l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 6.9.2 On suppose que l’ensemble des fre´quences F admet une unique boucle. Cette
boucle est de taille 3 et est une boucle d’autointeraction. C’est-a`-dire que les proprie´te´s suivantes
sont ve´rifie´es :
vi) 9(n1, n3) 2 I2es, (n2, n4) 2 I2se tels que
n4 2  (n1), n3 2  (n4), n2 2  (n3), n1 2  (n2).
vii) Soit i 2 I un point admettant une boucle que l’on peut supposer simple ` = (`1, ..., `p). Alors
p = 3 et {i, `1, `2, `3} = {n1, n2, n3, n4}.
L’une des principales di culte´s induite par la pre´sence d’une boucle est que les de´finitions
d’indices relie´s ne permettent plus de de´finir une relation d’ordre sur l’ensemble des fre´quences
comme dans le cas N = 2. En e↵et, si on conside`re les deux indices n1 et n3 de l’hypothe`se 6.9.2
alors on a n1 ⇢
V
n3 et n3 ⇢
V
n1 mais n1 6= n3. On verra au sous-paragraphe 6.9.3 comment sur-
monter cette di culte´.
On conclut ce paragraphe par la de´finition de ce que l’on entend par un rayon ”pie´ge´”.
De´finition 6.9.6 Un rayon de l’optique ge´ome´trique est dit pie´ge´ si lorsque l’on suit les courbes
bicaracte´ristiques qui le composent, on ne rencontre jamais de phases entrantes-entrantes ou bien
e´vanescentes pour l’une des faces. En particulier, s’il existe une se´quence de phases se re´pe´tant de
fac¸on pe´riodique dans un rayon pie´ge´, il sera qualifie´ de rayon pie´ge´ re´pe´te´.
On remarque donc que le rayon qui consiste a` suivre les bicaracte´ristiques associe´es aux indices
(n1, n2, n3, n4) est un rayon pie´ge´ re´pe´te´. De meˆme, le rayon obtenu au paragraphe 6.7 est un rayon
pie´ge´ re´pe´te´. Le rayon se concentrant au coin de´crit dans le paragraphe 6.6 est lui un rayon pie´ge´
non re´pe´te´.
Quelques de´finitions, notations et conventions.
Dans toute la suite de ce sous-paragraphe on adoptera les conventions suivantes dans l’usage des
variables :
⇧ Les minuscules i (sauf s’il s’agit du nombre complexe usuel), j et k de´signeront des e´le´ments
quelconques de I. En particulier, k sera utilise´ pour indexer les amplitudes du de´veloppement
BKW.
⇧ Les quatres e´le´ments de I de´finissant la boucle seront note´s n1, n2, n3 et n4.
⇧ Les lettres a, b, c et d (avec des indices) seront des e´le´ments de I de´finis de fac¸on spe´cifique.
⇧ n de´signera l’ordre dans le de´veloppement BKW de l’amplitude que l’on est en train de
construire.
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⇧ Les minuscules l, m, q et r seront des entiers naturels.
⇧ La notation ` de´signera toujours une suite d’e´le´ments de I. Sa longueur sera toujours note´e
p.
Pour postuler l’ansatz et pour de´crire pre´cise´ment les conditions de bord que l’on devra re´soudre,
on doit introduire les deux relations d’e´quivalence ⇠
 
et ⇠
 
de´finies par :
i ⇠
 
j () j 2  (i),
i ⇠
 
j () j 2  (i).
Le fait qu’il s’agisse bien de relations d’e´quivalence est une conse´quence directe de la proposition
6.9.1.
On pose de plus C1 (resp. C2) l’ensemble des classes d’e´quivalence pour la relation ⇠
 
(resp. ⇠
 
).
On choisit R1 (resp. R2), un ensemble de repre´sentants pour C1 (resp. C2). Donc R1 (resp. R2)
est un ensemble d’indices qui repre´sentent toutes les valeurs en ⇠2 (resp. ⇠1) des fre´quences. On
de´finit ensuite R1 et R2 par :
R1 := {i 2 R1 \  (i) \ Iev1 6= ;} , (6.108)
R2 := {i 2 R2 \ (i) \ Iev2 6= ;} . (6.109)
R1 (resp. R2) est donc un ensemble de repre´sentants des valeurs de ⇠2 (resp. ⇠1) pour lesquelles
on a un mode e´vanescent pour la face @⌦1 (resp. @⌦2). Enfin, sans perte de ge´ne´ralite´, on peut
supposer que n1 2 R2 et , c’est-a`-dire que l’on choisit n1 comme repre´sentant de sa propre classe
d’e´quivalence.
Pour i 2 C1 (resp. i 2 C2) on rappelle que sous la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme,
on peut de´finir  i1 (resp.  
i
2) l’inverse de B1 (resp. B2) restreinte au sous-espace stable E
s
1(i⌧ , ⇠
i
2)
(resp. Es2(i⌧ , ⇠
i
1)).
Comme dans les paragraphes pre´ce´dents, pour construire les amplitudes du de´veloppement
BKW, on aura besoin des projecteurs et des pseudos-inverses suivants :
De´finition 6.9.7 Pour k 2 R1, on pose P ks,1 le projecteur sur Es,e1 (i⌧ , ⇠k2 ) associe´ a` la premie`re
somme directe de (6.2).
Pour k 2 R2, on pose P ks,2 le projecteur sur Es,e2 (i⌧ , ⇠k1 ) associe´ a` la dexuie`me somme directe de
(6.2).
Pour k 2 Ios, on pose P k1 (resp. P k2 ) le projecteur sur kerL(fk) associe´ a` la somme directe
(6.3) (resp. (6.5)) et Qk1 (resp. Q
k
2) le projecteur sur A1 kerL(fk) (resp. A2 kerL(fk)) associe´ a` la
somme directe (6.4) (resp. (6.6)).
On a alors l’e´galite´ ImL(fk) = kerQk1 = kerQk2. De plus, par hypothe`se de stricte hyperbolicite´,
les projecteurs P ki et Q
k
i sont de rang 1.
Pour i = 1, 2, on de´finit de plus les pseudo-inverses Rki de L(fk), par les relations :
Rki L(fk) = I   P ki , P ki Rki = RkiQki = 0. (6.110)
Enfin, dans un souci d’alle`gement des notations on pose
Sk1 := P
k
1  
k
1, S
k
2 := P
k
2  
k
2, S
k
s,1 := P
k
s,i 
k
1, S
k
s,2 := P
k
s,2 
k
2.
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Enfin puisque l’on aura a` re´soudre des e´quations de transport, on introduit de`s maintenant les
variables :
8i 2 Ies, ties(t, x1) := t 
1
vi,1
x1, x
i
es(x1, x2) := x2  
vi,2
vi,1
x1, (6.111)
8i 2 Ise, tise(t, x2) := t 
1
vi,2
x2, x
i
se(x1, x2) := x1  
vi,1
vi,2
x2. (6.112)
6.9.3 Construction du de´veloppement BKW.
Dans tout ce qui suit on va devoir conside´rer trois grands types de phases, les oscillantes, les
e´vanescentes pour la face @⌦1 et enfin les e´vanescentes pour la face @⌦2. On notera donc :
'k(t, x) := h(t, x), fki , fk 2 Fos,
 k,1(t, x2) := h(t, 0, x2), fki , fk 2 Fev1,
 k,2(t, x1) := h(t, x1, 0), fki , fk 2 Fev2.
De plus e´tant donne´ une amplitude g 2 H1p , nulle sur les temps ne´gatifs, on a choisi de travailler
avec un terme source sur la face @⌦1 de la forme :
g"(t, x2) := e
i
" (⌧ t+x2⇠
n1
2 )g(t, x2),
c’est-a`-dire un terme source qui ”allume” un point de la boucle et a une vitesse de groupe entrante
pour la face @⌦1. On s’attend donc a` ge´ne´rer un paquet d’ondes se propageant en partie vers la
face @⌦2.
On a choisi de traiter, comme au chapitre 2, les mode e´vanescents de fac¸on ”monobloc” c’est-a`-
dire que pour un indice i 2 Iev1 (resp. i 2 Iev2), tous les indices j 2 Iev1\ (i) (resp. j 2 Iev2\ (i))
contribueront a` la meˆme amplitude.
On postule un ansatz de la forme :
u"(t, x) ⇠
X
k2Ios
e
i
"'k(t,x)
X
n 0
"nun,k(t, x) (6.113)
+
X
k2R1
e
i
" k,1(t,x2)
X
n 0
"nUn,k,1
⇣
t, x,
x1
"
⌘
+
X
k2R2
e
i
" k,2(t,x1)
X
n 0
"nUn,k,2
⇣
t, x,
x2
"
⌘
.
Et l’on cherche a` de´terminer les profils un,k, Un,k,1 et Un,k,2. Comme dans les paragraphes pre´ce´dents,
on va chercher les profils oscillants un,k dans H1(⌦T ). Tandis que l’on va chercher les profils
e´vanescents Un,k,1 et Un,k,2 dans l’espace suivant (cf. chapitre 2) :
De´finition 6.9.8 Pour i = 1, 2, on note Pev,i l’ensemble des profils e´vanescents pour la face @⌦i
qui est l’ensemble des fonctions U(t, x,Xi) 2 H1(⌦T ⇥ R+) pour lesquelles il existe   > 0 tel que
e XiU(t, x,Xi) 2 H1(⌦T ⇥ R+).
Injectant l’ansatz (6.113) dans l’e´quation d’e´volution du proble`me a` coin (6.95), par identification
des di↵e´rentes puissances de ", on est amene´ a` re´soudre la cascade d’e´quations :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
L(d'k)u0,k = 0, 8k 2 Ios,
iL(d'k)un+1,k + L(@)un,k = 0, 8n 2 N, 8k 2 Ios,
Lk(@X1)U0,k,1 = 0, 8k 2 R1,
Lk(@X1)Un+1,k,1 + L(@)Un,k,1 = 0, 8n 2 N, 8k 2 R1,
Lk(@X2)U0,k,2 = 0, 8k 2 R2,
Lk(@X2)Un+1,k,2 + L(@)Un,k,2 = 0, 8n 2 N, 8k 2 R2,
(6.114)
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ou` les ope´rateurs de de´rivation dans les variables rapides Lk(@X1) et Lk(@X2) sont de´finis par :
Lk(@X1) := A1
 
@X1  A1(⌧ , ⇠k2 )
 
, pour k 2 R1,
Lk(@X2) := A2
 
@X2  A2(⌧ , ⇠k1 )
 
, pour k 2 R2.
Ensuite, injectant l’ansatz (6.113) dans les conditions de bord sur les faces @⌦1 et @⌦2 on obtient
les e´quations :
B1
24X
k2Ios
e
i
" 1,kun,k(t, 0, x2) +
X
k2R1
e
i
" 1,kUn,k,1(t, 0, x2, 0) (6.115)
+
X
k2R2
e
i
" ⌧ tUn,k,2
⇣
t, 0, x2,
x2
"
⌘35 =  n,0e i" 1,n1g,
ainsi que
B2
24X
k2Ios
e
i
" 2,kun,k(t, x1, 0) +
X
k2R2
e
i
" 2,kUn,k,2(t, x1, 0, 0) (6.116)
+
X
k2R1
e
i
" ⌧ tUn,k,1
⇣
t, x1, 0,
x1
"
⌘35 = 0.
Or, par choix des profils e´vanescents, les termes Un,k,2
 
t, 0, x2,
x2
"
 
et Un,k,1
 
t, x1, 0,
x1
"
 
, qui ap-
paraissent dans (6.115) et (6.116) respectivement, sont des O("1). Ainsi, les conditions de bords
(6.115) et (6.116) se re´e´crivent sous la forme :
B1
24X
k2Ios
e
i
" 1,kun,k(t, 0, x2) +
X
k2R1
e
i
" 1,kUn,k,1(t, 0, x2, 0)
35 =  n,0e i" 1,n1g(t, x2), (6.117)
et
B2
24X
k2Ios
e
i
" 2,k(t,x1)un,k(t, x1, 0) +
X
k2R2
e
i
" 2,k(t,x1)Un,k,2(t, x1, 0, 0)
35 = 0. (6.118)
Utilisant l’inde´pendance line´aire des di↵e´rentes phases, on peut de´composer les deux conditions de
bords (6.117) et (6.118) sous la forme de la cascade suivante :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
B1
hP
j2 (n1)\Ios un,j + Un,n1,1|X1=0
i
|x1=0
=  n,0g, 8n 2 N, si n1 2 R1,
B1
hP
j2 (n1) un,j
i
|x1=0
=  n,0g, 8n 2 N, si n1 /2 R1,
B1
hP
j2 (k)\Ios un,j + Un,k,1|X1=0
i
|x1=0
= 0, 8n 2 N, 8k 2 (R1 \ {n1}) \R1,
B1
hP
j2 (k) un,j
i
|x1=0
= 0, 8n 2 N, 8k /2 (R1 \ {n1}) \R1,
B2
hP
j2 (k)\Ios un,j + Un,k,2|X2=0
i
|x2=0
= 0, 8n 2 N, 8k 2 R2,
B2
hP
j2 (k) un,j
i
|x2=0
= 0, 8n 2 N, 8k 2 R2 \R2,
(6.119)
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Injectant l’ansatz (6.113) dans la condition initiale du proble`me a` coin (6.95), on est amene´ a`
re´soudre :
8n 2 N,
8><>:
un,k|t=0 = 0, 8k 2 Ios,
Un,k,1|t=0 = 0, 8k 2 R1,
Un,k,2|t=0 = 0, 8k 2 R2.
(6.120)
Le plan de la construction du de´veloppement BKW est le suivant. Dans un premier temps avant
de re´soudre a` proprement parler la cascade BKW, on va exhiber une structure globale traduisant
les relations que les e´le´ments de I entretiennent avec les indices de la boucle. Plus pre´cise´ment,
il s’agira de trouver une partition de I sous forme ”d’arbres”, ou d’ensembles ”ordonne´s” par les
relations⇢
H
et⇢
V
(voir de´finition 6.9.4), dont les points de base (ou racines) sont les voisins directs
des indices de la boucle. Puis, on va de´terminer les amplitudes lie´es aux indices de la boucle. Pour
ce faire, on aura besoin d’imposer une certaine condition d’inversibilite´ qui sera e´tudie´e plus en
profondeur a` la fin de la de´monstration dans le sous-paragraphe 6.9.5.
La connaissance des amplitudes associe´es aux indices de la boucle permettra ensuite de construire
les amplitudes lie´es a` des indices qui sont des voisins directs des indices de la boucle et donc des
points de base dans la structure arbore´e de I. En d’autres termes, la condition d’inversibilite´ sera
utilise´e de manie`re a` pouvoir initialiser la construction du de´veloppement BKW.
Ensuite, pour construire les amplitudes restantes dans le de´veloppement BKW, il su ra d’e´tudier
localement chacun des ”arbres” dans lesquels la re´solution sera aise´e puisque comme on le verra
au sous-paragraphe 6.9.3, ces ensembles disposent d’un ordre (qui n’est que partiel mais cela su ra).
On reprendra le meˆme sche´ma et plus particulie`rement le meˆme ordre de de´monstration pour
de´terminer les termes d’ordre supe´rieur (i.e. n   1) dans le de´veloppement BKW.
Structure globale de l’ensemble des indices I.
Le but de ce sous-paragraphe est de construire une partition de l’ensemble I. On veut que cette
partition ne soit plus base´e sur les di↵e´rents types des e´le´ments de I, mais plutoˆt sur les relations
de voisinage qu’entretiennent les e´le´ments de I avec les points de la boucle d’autointeraction. Plus
pre´cise´ment, on a de´cide´ de la baser sur les di↵e´rents types de suite pouvant relier un indice i a` l’un
des points de la boucle d’autointeraction. En l’occurence on choisira de travailler avec l’indice n1.
La construction de la partition est la suivante ; d’apre`s la proposition 6.9.2, on sait que tout
indice i dans I est relie´ par une suite de type V a` l’un des indices de I0 (cf. de´finition 6.9.4). Sans
perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que pour tout indice i la suite reliant i a` l’indice de I0 ne
commence pas par la se´quence (n4, n2, n3, n1).
Le lemme suivant est imme´diat :
Lemme 6.9.1 Pour tout i 2 I, il existe au moins une suite de type V qui relie i a` n1. De fac¸on
e´quivalente, pour tout i 2 I,
n1 ⇢
V
i,
ou` l’on rappelle que la notation ⇢
V
a e´te´ introduite dans la de´finition 6.9.4.
De´monstration : Il su t de traiter le cas des indices i relie´s a` i0 pour i0 2 I0 \ {n1}. C’est-a`-dire
pour lesquels il existe une suite, note´e e`, de type V reliant i a` i0. Or, par de´finition, i0 2  (n1).
Donc i est relie´ a` n1 par la suite de type V de´finie par ` = (n4, n3, n2, e`).
⇤
6.9. DE´VELOPPEMENTS BKW POUR N > 2 ET RAYON PIE´GE´. 173
Soit i 2 I \ {n1, n2, n3, n4}, on conside`re `i = (`1, `2, ..., `p) une suite de type V reliant i a` n1. On
construit les ensembles de la partition note´s Aal , Bbm , Ccq , Ddr de la fac¸on suivante :
On commence par poser {1 := # (n1)  2, et :
 (n1) \ {n4} :=
 
a1, a2, ..., a{1
 
.
Soit l 2  1, ..., {1 , on dit alors que i 2 Aal si et seulement si la suite `i ve´rifie `1 = al.
A ce stade on a donc traite´ toutes les suites `i ne commenc¸ant pas par n4. On traite ensuite le
cas ou la suite `i commence par n4. Pour cela on pose {4 := # (n4)  2, et
 (n4) \ {n3} :=
 
b1, b2, ..., b{4
 
.
Alors, soit m 2  1, ..., {2 , on dit que i 2 Bbm si et seulement si la suite `i ve´rifie `1 = n4 et `2 = bm.
On a donc traite´ toutes les suites `i dont les deux premiers termes ne sont pas n4 puis n3.
Enfin on pose {3 := # (n3)  2, {2 := # (n2)  2 ainsi que :
 (n3) \ {n2} :=
 
c1, c2, ..., c{3
 
,  (n2) \ {n1} :=
 
d1, d2, ..., d{2
 
,
et on de´finit les ensembles Ccq et Ddr de la fac¸on suivante :
⇧ Soit q 2  1, ..., {3 , i 2 Ccq si et seulement si la suite `i ve´rifie `1 = n4, `2 = n3 et `3 = cq.
⇧ Soit r 2  1, ..., {2 , i 2 Ddr si et seulement si la suite `i ve´rifie `1 = n4, `2 = n3, `3 = n2 et
`4 = dr.
Cet algorithme permet donc de traiter toutes les suites possibles car on a exclu de l’e´tude les
suites commenc¸ant par la sous-se´quence (n4, n3, n2, n1).
Il est alors clair que
(I \ {n1, n2, n3, n4}) =
 [l{1Aal [ [m{2Bbm [ [q{3Ccq [ [r{4Ddr  .
On peut au passage donner la caracte´risation suivante des ensembles Aal et Bbm : Aal est l’ensemble
des indices i 2 I tels que al ⇢
H
i, tandis que Bbm est l’ensemble des indices i 2 I tels que bm ⇢
V
i.
Une caracte´risation analogue est valable pour les ensembles Ccq et Ddr . En terme de re´flexion de
paquets d’ondes, un ensemble Aal constitue l’ensemble des indices associe´s a` des phases qui ont
e´te´ obtenues par rebond de la phase associe´e a` l’indice al, cette dernie`re e´tant une phase qui a e´te´
obtenue par rebond sur la face @⌦2 de la phase associe´ a` l’indice n1. De meˆme, l’ensemble Bbm
constitue l’ensemble des phases qui ont e´te´ obtenues par re´flexion de la phase associe´e a` l’indice bm.
La phase associe´e a` l’indice bm a e´te´ obtenue par re´flexion de la phase lie´e a` l’indice n4 sur la face @⌦1.
Toutefois puisque pour i fixe´, l’algorithme pre´ce´dent de´pend du choix de la suite6 `i reliant i
a` n1, il n’est pas clair, du moins en premier lieu, que les ensembles Aal , Bbm , Ccq et Ddr que l’on
vient de construire soient inde´pendants du choix de la suite. En e↵et, a priori, il se pourrait par
exemple qu’un indice j soit relie´ a` n1 par une suite ne commenc¸ant pas par n4 et par une suite qui
commence par n4 et dont le second terme est di↵e´rent de n3. Ainsi, a priori, l’indice j conside´re´
serait, lorsque l’on utilise la premie`re suite, dans un arbre de la forme Aal et, lorsque l’on utilise
la deuxie`me suite, dans un arbre de la forme Bbm . Cependant, l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle
empeˆche ce cas de figure comme le montre le lemme suivant :
6Le lecteur peut s’e´tonner du fait que l’on ne tente pas ici de de´montrer l’unicite´ de la suite reliant i a` n1, ce
qui e´viterait cette discussion. De plus, comme on le verra au sous-paragraphe 6.9.3, cette unicite´ est e↵ective. Le
fait que l’on ne de´montre pas cette unicite´ ici constitue donc juste un choix re´dactionnel. En e↵et, on a trouve´ plus
facile de suivre la de´monstration si on commence dans un premier temps par exhiber une structure globale arbore´e
de l’ensemble des fre´quences, puis dans un second temps, d’e´tudier localement chacun des arbres de cette structure.
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Lemme 6.9.2 La de´composition
(I \ {n1, n2, n3, n4}) =
 [l{1Aal [ [m{2Bbm [ [q{3Ccq [ [r{4Ddr  ,
forme une partition de I \ {n1, n2, n3, n4}, i.e. soit E et F deux ensembles distincts du membre de
droite, on a
E \ F = ;.
De´monstration : On de´finit la suite ”miroir” d’une suite de la fac¸on suivante :
8` = (`1, `2, ..., `p) 2 Ip, ` := (`p, `p 1, ..., `1) 2 Ip.
Soit l, l0 2 {1, ..., {1}, l 6= l0.
⇧ De´monstration de Aal \Aal0 = ; :
Par l’absurde, on suppose qu’il existe i 2 Aal \ Aal0 . Ainsi, il existe une suite ` = (`1, ..., `p) de
type H qui relie i a` al et une suite `0 = (`01, ..., `0p0) de type H qui relie i a` al0 . On distingue les cas
suivants selon la parite´ des entiers p et p0.
•p, p0 2 2N.
Par de´finition des suites de type H on a i 2  (`p) et i 2  (`0p0). Par conse´quent d’apre`s la proprie´te´
ii) de la proposition 6.9.1, `0p0 2  (`p). Donc la suite (`, `0) est une suite de type H reliant al a` al0 .
Par de´finition al 2  (al0), car  (al0) =  (al0) =  (n1). La suite (`, `0, al0) est une boucle pour al
contenant p+p0+1 e´le´ments ce qui est exclut par l’hypothe`se 6.9.2 sauf si p = 2 et p0 = 0, ou p = 0
et p0 = 2. Dans les deux cas, on a alors al = n1 ou al0 = n1, ce qui est absurde par construction de
al et de al0 .
•p 2 2N, p0 2 2N+ 1.
On a maintenant i 2  (`p) et i 2  (`0p0) ou de fac¸on e´quivalente `0p0 2  (i). Donc la suite (`, i, `0)
est une suite de type H reliant al a` al0 . Ce qui implique que la suite (`, i, `0, al0) est une boucle pour
al contentant p + p0 + 2 e´le´ments. Ceci est exclut par l’hypothe`se 6.9.2 sauf si p = 0 et p0 = 1, ou
p = 1 et p0 = 0. Dans les deux cas, on a alors al = n1 ou al0 = n1 ce qui est absurde.
Le cas p, p0 2 2N+1 est assez similaire au cas p, p0 2 2N c’est pourquoi on se permet ici d’en omettre
la de´monstration.
On traite maintenant la de´monstration de Aal \ Bbm = ;, les de´monstrations montrant que les
autres intersections sont vides e´tant analogues, ces dernie`res ne seront pas traite´es ici.
⇧ De´monstration de Aal \Bbm = ; :
Par l’absurde, on suppose qu’il existe i 2 Aal \ Bbm . Ainsi, comme al ⇢
H
i et bm ⇢
V
i, il existe
une suite ` = (`1, ..., `p) de type H qui relie i a` al et une suite `0 = (`01, ..., `0p0) de type V qui relie i
a` bm. On distingue une fois de plus les cas suivants selon la parite´ des entiers p et p0.
•p, p0 2 2N.
On a donc i 2  (`p) et i 2  (`0p0). On montre donc comme dans le cas p 2 2N, p0 2 2N + 1 de
la de´monstration de l’assertion Aal \ Aal0 = ; que la suite (`, i, `0) relie al a` bm. Par conse´quent
puisque al 2  (n4) et n4 2  (bm), la suite (`, i, `0, bm, n4) est une boucle pour al contenant un
nombre impair d’e´le´ments.
•p 2 2N, p0 2 2N+ 1.
On montre donc comme dans le cas p, p0 2 2N de la de´monstration de l’assertion Aal \Aal0 = ; que
la suite (`, `0) relie al a` bm. Donc la suite (`, `0, bm, n4) est une boucle pour al contenant un nombre
impair d’e´le´ments.
⇤
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Ainsi, pour de´terminer l’inte´gralite´ des amplitudes dans le de´veloppement BKW, puisque [l{1Aal [ [m{2Bbm [ [q{3Ccq [ [r{4Ddr  , (6.121)
constitue une partition de I\{n1, n2, n3, n4}, il sera su sant de de´terminer d’une part les amplitudes
lie´es aux indices de la boucle et d’autre part toutes les amplitudes dans chacun des ensembles de la
partition (6.121).
De plus, la de´termination des amplitudes dans l’un des ensembles de la partition pourra se faire
intrinse`quement dans cet ensemble. En e↵et, le fait que l’on ait une partition implique qu’un indice
i fixe´ dans l’un des ensembles de la partition (6.121) n’est relie´ via les conditions au bord (6.119)
qu’a` des indices dans le meˆme ensemble de partition.
Enfin, la minimalite´ de l’ensemble des fre´quences F et les meˆmes arguments que ceux de´veloppe´s
pour de´montrer le caracte`re de partition de (6.121) ont pour conse´quence le ra nement de la
proposition 6.9.1 suivant :
Proposition 6.9.3 Soit F un ensemble de fre´quences complet pour les re´flexions. On suppose que
F ve´rifie l’hypothe`se 6.9.2. Soit I l’ensemble des indices associe´s a` F ; alors les applications   et
 ve´rifient en plus des proprie´te´s de la proposition 6.9.1, les deux proprie´te´s suivantes :
viii) On a les inclusions suivantes :
 (n1) \ {n2} ⇢ Ies [ Iee [ Iev1 ,  (n2) \ {n3} ⇢ Ise [ Iee [ Iev2,
 (n3) \ {n4} ⇢ Ies [ Iee [ Iev1 ,  (n4) \ {n1} ⇢ Ise [ Iee [ Iev2.
ix) Soit i 2 Iee [ Iev1 et j 2 Iee [ Iev2 on a les implications suivantes,
i 2  (n1) =)  (i) = {i} , j 2  (n1) =)  (j) = {j} ,
i 2  (n4) =)  (i) = {i} , j 2  (n3) =)  (j) = {j} .
On illustre ces proprie´te´s sur le sche´ma de la figure 6.16.
De´monstration : ⇧ De´monstration de viii) :
On montre seulement la premie`re assertion, a` savoir :  (n1) \ {n2} ⇢ Ies [ Iee [ Iev1. Par
l’absurde, on suppose qu’il existe i 2  (n1) \ Ise, i 6= n2. Alors, il existe j 2  (i) \ Ies. Faute de
quoi, l’ensemble des fre´quence indexe´ par I \ {i} est strictement inclu dans F , ce qui est exclu par
hypothe`se de minimalite´ sur F .
Or, d’apre`s le lemme 6.9.1, on sait qu’il existe une suite de type V , ` = (`1, `2, ..., `p) avec
p 2 2N + 1 (car n1, j 2 Ies, voir de´finition 6.9.4) telle que n1 ⇢
V
j. Donc, la suite (`, j, i) est
une boucle d’autointeraction pour n1, de taille impaire, di↵e´rente de la boucle d’autointeraction
{n1, n2, n3, n4} ce qui est exclu par l’hypothe`se 6.9.2.
⇧ De´monstration de ix) :
La de´monstration du point ix) suit exactement le meˆme raisonnement que celui de´crit pour le
point viii). A ceci pre`s que la boucle construite n’est pas une boucle d’autointeraction (car elle ne
contient pas que des e´le´ments de Ies [ Ise).
⇤
L’assertion  (n1)\{n2} ⇢ Ies[Iee[Iev1 du point viii) de la proposition 6.9.3 veut dire que bien
que la varie´te´ caracte´ristique contienne une boucle, on e´carte initialement les fre´quences associe´es
a` des indices sortants-entrants a` l’exception de n2 et de n2 seulement. Ceci a de´ja` e´te´ indique´
dans le processus de ge´ne´ration des phases du paragraphe 6.8. Le point ix) a rme qu’en raison
de l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle, une phase entrante-entrante voisine de la boucle ne peut eˆtre
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ge´ne´re´e que par un rebond sur l’une des faces du domaine.
La proposition 6.9.3 permet de re´e´crire la partition (6.121) sous la forme :
(I \ {n1, n2, n3, n4}) =
 [al2 (n1)\IesAal [al2 (n1)\(Iev1[Iee) {al}  (6.122)S  [bm2 (n4)\IseBbm [bm2 (n4)\(Iev2[Iee) {bm} S  [cq2 (n3)\IesCcq [cq2 (n3)\(Iev1[Iee) {cq} S  [dr2 (n2)\IesDdr [d2 (n2)\(Iev2[Iee) {dr}  .
On de´crit au passage la partition (6.122) pour l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1. On a {1 = {3 = 0,
{2 = {4 = 1, b = 5, Bb = {6, 7, ..., 10}, d = 0 et Dd = { 1}.
On conclut ce sous-paragraphe par la figure 6.16 qui re´sume la structure ”arbore´e globale ” de
l’ensemble des fre´quences F :
Figure 6.16: Structure ”arbore´e” de l’ensemble des fre´quences F .
De´termination des amplitudes sur la boucle et condition d’inversibilite´.
Maintenant que l’on a de´crit une structure sur l’ensemble des fre´quences, et que l’on a le´ge`rement
a ne´ les proprie´te´s des applications   et  , il est temps de commencer la de´termination des
amplitudes dans le de´veloppement BKW. Un bon choix pour initialiser cette construction est de
de´terminer en premier les amplitudes lie´es aux indices de la boucle. Pour ce faire, on a besoin d’une
nouvelle e´quation d’amplitude, dont on de´crit la provenance dans ce sous-paragraphe (voir aussi le
sous-paragraphe 6.9.1).
Par convention, n1 2 Ies donc l’amplitude u0,n1 ve´rifie l’e´quation de transport :8>><>>:
(@t + vn1 ·rx)Qn11 u0,n1 = 0,
B1
hP
k2 (n1) u0,k
i
|x1=0
= g,
u0,n1|t0 = 0,
si n1 /2 R1, (6.123)
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et, 8>><>>:
(@t + vn1 ·rx)Qn11 u0,n1 = 0,
B1
hP
k2 (n1) u0,k + U0,n1,1|X1=0
i
|x1=0
= g,
u0,n1|t0 = 0,
si n1 2 R1. (6.124)
Dans les deux cas, en utilisant le fait que  (n1) \ Ise = {n2} d’apre`s le point vi) de l’hypothe`se
6.9.2 et le point viii) de la proposition 6.9.3, on peut expliciter la condition de bord de (6.123) sous
la forme suivante :
u0,n1|x1=0
+
X
k2( (n1)\(Ies[Iee))\{n1}
u0,k|x1=0 =  
n1
1
h
g  B1u0,n2|x1=0
i
,
dans le cas ou` n1 /2 R1, et
u0,n1|x1=0
+
X
k2( (n1)\(Ies[Iee))\{n1}
u0,k|x1=0 + U0,n1,1|x1=X1=0 =  
n1
1
h
g  B1u0,n2|x1=0
i
,
si n1 2 R1. Composant ces conditions par le projecteur Pn11 et utilisant la polarisation des u0,k sur
les sous-espaces kerL(d'k), on obtient, dans les deux cas possibles, que la trace de u0,n1 sur @⌦1
est donne´e par :
u0,n1|x1=0
= Sn11
h
g  B1u0,n2|x1=0
i
,
ou` l’on rappelle que la matrice Sn11 est de´finie a` la de´finition 6.9.7.
Il est maintenant aise´ d’inte´grer l’e´quation d’e´volution de (6.123) le long des caracte´ristiques
pour obtenir l’expression de u0,n1 en fonction de sa trace sur @⌦1 ; il vient :
u0,n1(t, x) = S
n1
1
h
g  B1u0,n2|x1=0
i  
tn1es (t, x1), x
n1
es (x1, x2)
 
,
ou` les variables tn1es et x
n1
es sont de´finies en (6.111). Ceci de´termine du meˆme coup la trace de u0,n1
sur @⌦2 :
u0,n1(t, x1, 0) = S
n1
1
h
g  B1u0,n2|x1=0
i✓
tn1es (t, x1), 
vn1,2
vn1,1
x1
◆
. (6.125)
On peut re´ite´rer exactement le meˆme raisonnement pour le second e´le´ment de la boucle. En
e↵et, en utilisant le fait que n2 2 Ise, u0,n2 sera de´termine´e en inte´grant le long des caracte´ristiques
sa trace sur @⌦2. D’apre`s l’hypothe`se 6.9.2 et le point viii) de la proposition 6.9.3, la trace u0,n2|x2=0
de´pendra seulement de u0,n3|x2=0
car n3 est l’unique indice dans Ies \  (n2). La trace u0,n2|x1=0 ,
qui apparait dans l’e´quation (6.125), est ainsi donne´e par (6.119), qui se simplifie en :
u0,n2(t, 0, x2) =  Sn22 B2u0,n3|x2=0
✓
tn2se (t, x2), 
vn2,1
vn2,2
x2
◆
. (6.126)
Enfin, on re´ite`re la meˆme me´thode pour obtenir les deux dernie`res traces des amplitudes lie´es a`
la boucle :
u0,n3(t, x1, 0) =  Sn31 B1u0,n4|x1=0
✓
tn3es (t, x1), 
vn3,2
vn3,1
x1
◆
. (6.127)
et
u0,n4(t, 0, x2) =  Sn42 B2u0,n1|x2=0
✓
tn4se (t, x2), 
vn4,1
vn4,2
x2
◆
. (6.128)
Le point crucial est qu’a` chaque e´tape de ce calcul, il n’y a qu’une seule phase sortante avec les
phases entrantes dans les classes d’e´quivalence des e´le´ments de la boucle nj pour les relations ⇠
 
et
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⇠
 
. Ceci ne serait a priori plus vrai sans l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle d’autointeraction.
Ainsi, combinant les e´quations (6.125)-(6.126)-(6.127)-(6.128) on obtient, apre`s quelques calculs,
l’e´quation fonctionnelle de´terminant la trace u0,n1|x2=0
:
(I   T)u0,n1|x2=0 = S
n1
1 g
✓
t  1
vn1,1
x1, vn1,2
vn1,1
x1
◆
, (6.129)
ou` T est l’ope´rateur de´fini par :
(Tw)(t, x1) := Sw (t+ ↵x1, x1) , (6.130)
avec :
S := Sn11 B1S
n2
2 B2S
n3
1 B1S
n4
2 B2, (6.131)
↵ :=
1
vn1,1

 1 + vn1,2
vn2,2
  vn1,2vn2,1
vn2,2vn3,1
+
vn1,2vn2,1vn3,2
vn2,2vn3,1vn4,2
 
< 0,
  :=
vn4,1
vn4,2
vn3,2
vn3,1
vn2,1
vn2,2
vn1,2
vn1,1
> 0.
Remarque S’il y a plus de quatre indices dans la boucle d’autointeraction, alors le meˆme raison-
nement se ge´ne´ralise. Il faut seulement l’appliquer autant de fois qu’il y a de points sur la boucle.
De la meˆme manie`re si le premier terme sur la boucle est une fre´quence sortante-entrante et non
plus entrante-sortante, le meˆme raisonnement se ge´ne´ralise a` modification du terme de transport
temporel pre`s.
Au vu de l’e´quation fonctionnelle (6.129) on fait l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 6.9.3 Pour tout   > 0, l’ope´rateur (I   T) de´fini en (6.130) est uniforme´ment in-
versible de L2 (R⇥ R+) dans L2 (R⇥ R+).
Cependant, pour T > 0 et un terme source dans L2(@⌦2, T ) nul pour les temps ne´gatifs, cette
hypothe`se ne fournira que des amplitudes sur la boucle de re´gularite´ L2(⌦T ), ce qui n’est ni su↵-
isant pour calculer les termes d’ordres supe´rieurs du de´veloppement BKW, ni pour assurer que les
e´ventuelles amplitudes associe´es a` des vitesses de groupe entrantes-entrantes soient H1(⌦T ) (on
renvoie au paragraphe 6.4 traitant de l’e´quation des ondes pour plus de de´tails). On doit donc
renforcer l’hypothe`se 6.9.3 de la fac¸on suivante :
Hypothe`se 6.9.4 Soit T > 0, soit 2  K  1, l’ope´rateur (I   T) de´fini en (6.130) est uni-
forme´ment inversible de HKp dans H
K
p .
On insiste ici sur le fait que l’hypothe`se 6.9.4 n’est pas une hypothe`se purement formelle que l’on
introduit juste pour construire le de´veloppement BKW. Toutefois, on montrera au sous-paragraphe
6.9.5 la proposition suivante :
Proposition 6.9.4 Sous l’hypothe`se |S| < p  (S et   e´tant definis en (6.131)), pour tout   > 0,
l’ope´rateur (I   T) est uniforme´ment inversible de L2 (R ⇥ R+) dans L2 (R ⇥ R+). En particulier,
pour tout T > 0, l’e´quation (6.129) admet une unique solution u 2 L2(] 1, T ] ⇥ R+) si le terme
source G est dans L2(@⌦1,T ) et est nul sur les temps ne´gatifs.
Pour T > 0, si    1 et G 2 H1p , sous l’hypothe`se |S| <
p
 , la solution u de l’e´quation
(I   T)u = G est dans H1p .
Pour T > 0, soit K 2 N, si   > 1 et G 2 HKp , sous l’hypothe`se |S| K 
1
2 < 1 alors la solution u
de l’e´quation (I   T)u = G est dans HKp .
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Ainsi on a une hypothe`se sous laquelle on peut assurer une re´gularite´ su sante aux amplitudes de la
boucle de manie`re a` pouvoir, d’une part, construire les termes d’ordres supe´rieurs du de´veloppement
BKW (au moins jusqu’a` un ordre fini) et, d’autre part, ge´rer les amplitudes entrantes-entrantes.
On renvoie au sous-paragraphe 6.9.5 pour plus de commentaires sur l’hypothe`se |S| < p .
Dans toute la suite de cette de´monstration, on note K 2 N[ {+1} le plus grand entier tel que
la solution u de l’e´quation (I   T)u = G soit dans HKp , pour G 2 HKp . Pour construire le premier
terme correcteur, on supposera que K   2.
Par conse´quent, la trace u0,n1|x2=0
est de´termine´e de fac¸on unique dans HKp par
u0,n1(t, x1, 0) = (I   T) 1Sn11 g
✓
t  1
vn1,1
x1, vn1,2
vn1,1
x1
◆
, (6.132)
e´quation qui permet de de´terminer les amplitudes u0,nj , j = 1, ..., 4. En e↵et, par exemple, pour
de´terminer u0,n4 , puisque n4 2 Ise il su t de connaˆıtre sa trace sur @⌦2 et d’inte´grer le long des
caracte´ristiques. Or graˆce a` l’e´quation (6.132), cette trace est donne´e par (6.128) qui se re´e´crit:
u0,n4(t, 0, x2) =  Sn42 B2(I   T) 1Sn11 g
✓
t  1
vn1,1
x1, vn1,2
vn1,1
x1
◆
,
:= eu(t, x2),
dont on de´duit l’expression :
u0,n4(t, x) = eu✓t  1vn4,2 , x1   vn4,1vn4,2x2
◆
. (6.133)
Les amplitudes u0,n1 , u0,n2 et u0,n3 sont donne´es par des formules analogues.
On a donc de´montre´ la proposition suivante :
Proposition 6.9.5 Sous les hypothe`ses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le proble`me a` coin (6.95), si l’ensemble
de fre´quences complet pour les re´flexions F ve´rifie l’hypothe`se 6.9.2 et enfin sous l’hypothe`se 6.9.4
sur l’ope´rateur T, pour j = 1, ...4 et T > 0, il existe des fonctions u0,nj 2 HK(⌦T ), a` traces dans
HKp , ve´rifiant les cascades d’e´quations (6.114)-(6.119) et (6.120) e´crites pour n = 0 et k = nj.
De´termination des amplitudes dans le voisinage direct de la boucle.
Dans ce sous-paragraphe, on montre que la connaissance des amplitudes de la boucle ainsi que la
structure globale de l’ensemble des indices I de´crite dans le paragraphe 6.9.3 sont su santes pour
construire les amplitudes dans le voisinage direct des indices de la boucle.
On a choisi de se´parer cette construction de celle des amplitudes dans les arbres de la partition
(6.122). Ce choix est justifie´ par les deux raisons suivantes. D’une part, on a trouve´ important
de faire explicitement les calculs au moins une fois (surtout pour les phases e´vanescentes dont on
n’a pas jusqu’ici de´crit la construction). D’autre part, car la construction des amplitudes dans le
voisinage direct de la boucle reste inchange´e, a` l’inverse du cas des amplitudes dans les arbres, sous
une version plus faible de l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle (i.e. une hypothe`se imposant l’unicite´ de
la boucle d’autointeraction, mais n’excluant pas comme l’hypothe`se 6.9.2 les autres types de boucle).
On de´crit donc ici la construction des amplitudes dans  (n4) ce qui correspond dans la figure
6.16 aux indices b1 b2, la construction des amplitudes dans  (n4),  (n2) et  (n2) est totalement
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analogue. D’apre`s le point viii) de la proposition 6.9.3, on sait que  (n4)\Ise = {n4}. La condition
de bord (6.119) e´crite pour k = n4 s’e´crit donc sous la forme (quitte a` choisir n4 comme repre´sentant
de sa classe d’e´quivalence pour la relation ⇠
 
):
B1
24 X
j2 (n4)\(Ies[Iee)
u0,j + U0,n4,1|X1=0
35
|x1=0
=  B1u0,n4|x1=0 , si n4 2 R1, (6.134)
B1
24 X
j2 (n4)\(Ies[Iee)
u0,j
35
|x1=0
=  B1u0,n4|x1=0 , si n4 2 R1 \R1, (6.135)
ou` l’on rappelle que dans les deux cas le terme source est un e´le´ment de HKp de´termine´ par l’e´quation
(6.133).
On applique la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme aux e´quations (6.134) et (6.135). On
compose ensuite (6.134) et (6.135), par les projecteurs P j1 pour j 2  (n4)\ (Ies[Iee), et l’e´quation
(6.134) par le projecteur Pn4s,1, ce qui permet de se ramener a` re´soudre les conditions de bord
de´couple´es suivantes :
8j 2  (n4) \ (Ies [ Iee), u0,j|x1=0 =  S
j
1B1u0,n4|x1=0 , (6.136)
et si n4 2 R1, U0,n4,1|X1=x1=0 =  S
j
s,1B1u0,n4|x1=0 . (6.137)
Ainsi, la de´termination de l’e´ventuelle amplitude e´vanescente pour la face ⌦1 se fait inde´pendamment
de la de´termination des amplitudes oscillantes.
On commence par rappeller succinctement comment on de´termine les amplitudes associe´es aux
phases oscillantes.
⇧ j 2 Ies \  (n4).
Le lemme de Lax et la condition de polarisation permettent de montrer que l’amplitude u0,j est
solution d’une e´quation de transport a` vitesse entrante-sortante vj . C’est pourquoi, pour de´terminer
cette amplitude, seule la connaissance de la trace sur la face @⌦1 est ne´cessaire. Or, cette trace
est de´termine´e en (6.136). Inte´grant le long des caracte´ristiques, l’amplitude u0,j est donne´e par la
formule :
u0,j(t, x) = S
j
1B1u0,n4|x1=0(t
j
es(t, x1), x
j
es(x)). (6.138)
Un point important pour la suite de la construction du de´veloppement BKW (et plus partic-
ulie`rement pour la de´termination des e´ventuelles amplitudes entrantes-entrantes dans l’arbre Bbj )
est que l’amplitude u0,j qui est dans HK(⌦T ) pour tout T > 0, en tant que solution d’une e´quation
de transport a` terme source admet aussi une trace sur la face @⌦2 dans HKp . Il su t en e↵et de le
ve´rifier sur la formule (6.138).
En d’autres termes, le caracte`re ”plat” au coin du terme source g" se transmet aux racines des
arbres.
⇧ j 2 Iee \  (n4).
Dans ce cas, u0,j est solution d’une e´quation de transport a` vitesse entrante-entrante et sa con-
struction ne´cessite la connaissance de ses traces sur les deux faces @⌦1 et @⌦2. La condition de
bord (6.136) donne la trace sur la face @⌦1. Concernant la trace sur la face @⌦2, le point ix) de la
proposition 6.9.3 montre que j est le seul e´le´ment de sa classe d’e´quivalence pour la relation ⇠
 
; en
particulier j /2 R2. Par conse´quent, la condition de bord (6.119) e´crite pour k = j est de la forme :
B2u0,j|x2=0 = 0.
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D’apre`s la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme et la polarisation de u0,j , on en de´duit que
u0,j|x2=0 = 0. Donc l’amplitude u0,j doit satisfaire l’e´quation de transport8>>><>>>:
(@t + vj ·rx)Qj1u0,j = 0,
u0,j|x1=0 =  S
j
1B1u0,n4|x1=0 ,
u0,j|x2=0 = 0,
u0,j|t0 = 0.
Pour re´soudre cette e´quation, on proce`de comme dans la de´monstration de la proposition 6.4.1.
C’est-a`-dire que l’on utilise le fait que le terme source sur la face @⌦1 est plat au coin pour se
ramener a` re´soudre une e´quation de transport dans le demi-espace {x1   0} et on restreint ensuite
la solution obtenue au quart d’espace.
De plus, on peut ve´rifier que l’amplitude u0,j ainsi construite ve´rifie que pour tout x1   0,
u0,j|x1=x1 2 HKp . Cette re´gularite´ de l’amplitude u0,j sera ne´cessaire lors de la construction des
amplitudes d’ordre supe´rieur pour lesquelles l’amplitude u0,j jouera le roˆle d’un terme source a`
l’inte´rieur de l’e´quation de transport et devra donc eˆtre e´tendue pour les x2 ne´gatifs (cf. proposi-
tion 6.4.2).
⇧n4 2 R1 La de´termination des amplitudes associe´es a` des indices e´vanescents pour la face @⌦1
e´tant nouvelle dans ce chapitre, on va la de´crire de fac¸on moins succinte. Mais, on peut remarquer
que la me´thode pour construire les amplitudes lie´es a` des indices dans (Iev1 [ Iev2) suit la meˆme
philosophie que celle pour de´terminer les amplitudes pour les phases oscillantes. En e↵et, comme
on va le voir, pour de´terminer ces amplitudes, il su ra de connaˆıtre leurs traces (sur @⌦1 pour les
e´le´ments de Iev1 et celle sur @⌦2 pour les e´le´ments de Iev2).
Cependant, on a ici de´cide´ de traiter les modes e´vanescents en un seul bloc comme dans [Les07]
; c’est pourquoi les amplitudes associe´es ne ve´rifient pas d’e´quation de transport comme les phases
oscillantes. Ainsi, dans un premier temps on rappelle les e´quations d’e´volution ainsi que les condi-
tions de bord que doivent ve´rifier ces amplitudes. Puis on donnera la me´thode de re´solution de ces
syste`mes.
Apre`s l’injection de l’ansatz (6.113) dans l’e´quation d’e´volution du proble`me a` coin (6.95) on
avait vu que l’amplitude Un,n4,1 devait ve´rifier la cascade d’e´quation :⇢
Ln4(@X1)U0,n4,1 = 0,
Ln4(@X1)Un,n4,1   L(@)Un 1,n4,1 = 0, 8n   1, (6.139)
avec la notation :
Ln4(@X1) := A1
⇣
@X1  A1(⌧ , ⇠n42 )
⌘
.
On a de´ja` e´tudie´ la condition de bord pour (6.139), elle est donne´e, dans le cas n4 2 R1 par
l’e´quation (6.137). Donc, l’amplitude U0,n4,1 doit ve´rifier le syste`me d’e´quations :8><>:
Ln4(@X1)U0,n4,1 = 0,
(6.138),
U0,n4,1|t0 = 0.
(6.140)
On rappelle aussi le lemme suivant, voir [Les07], qui a rme que la re´solution des e´quations de la
forme (6.140) est e↵ectivement possible dans les ensembles des profils Pev,1.
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Lemme 6.9.3 Pour i = 1, 2, et k 2 Ri, on pose
Pkev,iU(Xi) := e
XiAi(⌧ ,⇠k3 i)P ks,iU(0), (6.141)
Qkev,iF (Xi) :=
Z Xi
0
e(Xi s)Ai(⌧ ,⇠
k
3 i)P ks,iA
 1
i F (s) ds (6.142)
 
Z +1
Xi
e(Xi s)Ai(⌧ ,⇠
k
3 i)P ku,iA
 1
i F (s) ds.
Alors, pour tout F 2 Pev,i l’e´quation :
Lk(@Xi)U = F,
admet une solution dans Pev,i. De plus, cette dernie`re peut s’e´crire sous la forme
U = Pkev,iU +Q
k
ev,iF.
Ce lemme indique que l’amplitude e´vanescente principale U0,n4,1 ve´rifiera Pn4ev,1U0,n4,1 = U0,n4,1,
relation analogue a` la condition de polarisation pour les phases oscillantes qui, au vu de la de´finition
de Pn4ev,1, permet de de´terminer U0,n4,1 a` condition de connaˆıtre sa trace sur {X1 = 0}.
Or le syste`me (6.140) ne fournit pas d’informations sur cette trace mais seulement sur ”la
double trace” sur {x1 = X1 = 0}. Cette ”double” trace est de´termine´e par l’e´quation (6.137), que
l’on re´e´crit ici :
U0,n4,1|X1=x1=0 =  S
j
s,1B1u0,n4|x1=0 .
Il faut ensuite relever cette double trace en une trace ”simple”. Comme dans [Les07], on pose, par
exemple :
U0,n4,1(t, x, 0) :=   (x1)Sjs,1B1u0,n4|x1=0 ,
ou`   2 C1c (R) ve´rifiant  (0) = 1.
Maintenant, que la trace sur {X1 = 0} est de´termine´e, on peut lui appliquer l’ope´rateur Pn4ev,1.
Ainsi, par construction, l’amplitude
U0,n4,1(t, x,X1) =   (x1)eX1A1(⌧ ,⇠
n4
2 )Sn4s,1B1u0,n4|x1=0(t, x2), (6.143)
ve´rifie le syste`me d’e´quation (6.140), ce qui conlut la construction de l’amplitude U0,n4,1.
La construction des amplitudes e´vanescentes pour la face @⌦2 qui peuvent apparaitre lorsque
l’on de´termine les amplitudes indexe´es par des indices dans  (n3) et  (n1), est entie`rement sim-
ilaire. Par exemple, pour les indices dans  (n3), on commence par de´terminer la trace de U0,n3,2
sur {x2 = X2 = 0}, puis on rele`ve cette ”double trace” en une ”trace simple” sur {X2 = 0}. Cette
trace simple est ensuite propage´e a` l’inte´rieur du domaine par l’ope´rateur Pn3ev,2.
On reprend la construction ci-dessus pour tous les indices voisins de la boucle ; ainsi, les indices
dont les amplitudes restent a` de´terminer dans la partition (6.122) sont les suivants :
([alAal \ {al})
[
([bmBbm \ {bm})
[ [cqCcq \ {cq} [ ([drDdr \ {dr}) ,
c’est-a`-dire qu’il ne reste plus qu’a` de´terminer les amplitudes dans les arbres de la partition (6.122).
Cependant, avant de s’atteler a` cette construction il est ne´cessaire de de´crire la structure interne
de ces arbres. Ceci fait l’objet du sous-paragraphe suivant.
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Structure locale des arbres.
Dans ce sous-paragraphe, on explore plus en profondeur la structure interne des arbres Aal appa-
raissant dans la partition (6.122). La description de la structure des arbres Bbm , Ccq et Ddr est
analogue ; c’est pourquoi on ne traite que le cas des arbres Aal . On rappelle que l’arbre Aal a pour
racine un indice al 2 ( (n1) \ Ise) \ {n4} et est constitue´ des indices j relie´s a` al par une suite de
type H (cf. de´finition 6.9.4). Dans un souci d’alle´gement des notations on notera Aal := Aa.
On commence l’e´tude locale de l’arbre Aa par la proposition suivante qui a de´ja` e´te´ mentionne´e
dans le sous-paragraphe 6.9.3.
Proposition 6.9.6 Soit j 2 Aa, alors il existe une unique suite ` de type H reliant j a` a.
De´monstration : Par l’absurde, soit ` = (`1, `2, ..., `p) et `0 = (`01, `02, ..., `0p0), ` 6= `0, deux suites de
type H qui relient j a` a. On fait une e´tude de cas selon la parite´ des longueurs p et p0. Sans perte
de ge´ne´ralite´, on suppose que p  p0.
⇧ p, p0 2 2N.
On distingue encore deux cas :
• Si `0 = (`, `0p+1, ..., `p0), on a alors `0p+1 2  (`0p0) ce qui permet de montrer que la suite
(`0p+2, ..., `p0) est une boucle pour l’indice `0p+1 contenant p0   p   1 e´le´ments, chose impossible
d’apre`s l’hypothe`se 6.9.2.
• Si `0 6= (`, `0p+1, ..., `0p0).
On note m le premier rang tel que `m 6= `0m. L’e´tude du cas pre´ce´dent permet de supposer que
1  m < p. On traite ici le cas m 2 2N + 1 (le cas m 2 2N se traitant de la meˆme manie`re a`
intervertion des types de suite pre`s). On a alors, `m 2  (`0m).
On distingue les deux sous-cas suivants :
• Il existe l, m+1 < l  p tel que kl = k0l. On pose alors l le premier des rangs l, m+1 < l  p
tels que kl = k0l. Alors si l 2 2N (resp. l 2 2N + 1), on a `l 1 2  (`0l 1) (resp. `l 1 2  (`0l 1)).
Ainsi, la suite (`0m, ..., `0l 1) est une suite de type H reliant `l 1 a` `m, la suite (`m+1, ..., `l 2) une
suite de type V reliant `l 1 a` `m. Par conse´quent, la suite (`0m, ..., `0l 1, `l 1, `l 2, ..., `m+1) est une
boucle pour l’indice `m ce qui est exclu par l’hypothe`se 6.9.2.
• Si pour tout les rangs q 2 {m+ 2, ..., p} les indices `q et `0q sont distincts, on montre alors
facilement que la suite (`0m, ..., `0p, `p, ..., `m 1) est une boucle pour l’indice `m.
⇧ p 2 2N, p0 2 2N+ 1.
Si `0 = (`, `0p+1, ..., `0p0), on montre alors facilement que la suite (`
0
p+1, ..., `
0
p0) est une boucle pour
l’indice j.
Sinon, on peut reprendre la meˆme analyse que dans le cas p, p0 2 2N pour traiter le sous-cas, ”
Il existe l, m + 1 < l  p tel que `l = `0l”. Si pour tous les rangs q 2 {m+ 2, ..., p}, `q et `0q sont
distincts, on montre alors que la suite (`0m, ..., `0p, j, `p, ..., `m 1) est une boucle pour l’indice `m.
Le cas p, p0 2 2N+ 1 est analogue a` inversion des applications   et  pre`s au cas ou` p, p0 2 2N.
C’est pourquoi, on ne le traitera pas ici.
⇤
Remarque Comme indique´ dans le sous-paragraphe 6.9.3, l’unicite´ de la suite reliant un indice
j 2 Aa a` la racine a est fortement de´pendante de l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle.
Graˆce a` l’unicite´ de la suite de type H reliant l’indice j 2 Aa a` la racine a, on peut ra ner une
dernie`re fois les proprie´te´s des applications   et  :
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Figure 6.17: Illustration de la de´monstration de la proposition 6.9.6.
Proposition 6.9.7 Soit j 2 Aa, on note ` = (`1, ...`p) la suite de type H reliant j a` a. On distingue
les cas suivants selon la parite´ de p :
x0) Si p 2 2N, alors j /2 Ise et de plus si j 2 Iev1 [ Iee alors  (j) =
 
j
 
.
x00) Si p 2 2N+ 1, alors j /2 Ies et de plus si j 2 Iev2 [ Iee alors  (j) =
 
j
 
.
De´monstration : On traite le cas p 2 2N et on commence par montrer que j /2 Ise. Par l’absurde,
on suppose que j 2 Ise, l’hypothe`se de minimalite´ sur l’ensemble des fre´quences F permet alors
de se ramener au cas ou`  (j) \ Ies 6= ;. Soit i 2  (j) \ Ies, d’apre`s l’analyse du sous-paragraphe
6.9.3, on a alors i 2 Aa. Soit `0 = (`01, ..., `0p0) la suite reliant i a` la racine a. Reprenant, les meˆmes
e´tudes de cas que pour la de´monstration de la proposition 6.9.6, on peut se restreindre a` e´tudier le
cas ou` `i 6= `0i pour tout i. Si p0 2 2N, on montre alors que la suite (`0, i, j, `p, ..., `2) est une boucle
de taille impaire pour l’indice `1, tandis que si p0 2 2N+1, on montre que la suite (`0, i, `p, ...k2) est
une boucle pour k1. Ces deux cas de figure e´tant en contradiction avec l’hypothe`se 6.9.2.
La de´monstration du fait que si j 2 Iee [ Iev1 alors  (j) =
 
j
 
suit exactement le meˆme
raisonnement.
⇤
La meˆme proposition (avec d’e´ventuelles adaptation sur la parite´ selon le type d’arbre conside´re´)
est vraie pour les autres arbres.
En terme de rebond de paquets d’ondes, la proposition 6.9.7 a rme, d’une part, que lors d’un
rebond sur la face @⌦1 (resp. @⌦2), une phase sortante-entrante (resp. entrante-sortante) ne
peut pas ge´ne´rer de phase sortante-entrante (resp. entrante-sortante). Et d’autre part que, sous
l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle, le fait qu’une phase entrante-entrante voisine de la boucle ne
puisse eˆtre ge´ne´re´e que par un rebond sur l’une des faces (c.f. ix) de la proposition 6.9.3), se
ge´ne´ralise a` toutes les amplitudes associe´es a` des vitesses de groupe entrantes-entrantes.
De´termination des amplitudes lie´es a` des indices dans les arbres.
Maintenant que l’on connaˆıt avec pre´cision la structure interne des arbres, on montre qu’il est tre`s
facile de de´terminer les amplitudes lie´es aux indices dans les arbres, et ainsi de conclure la construc-
tion de l’amplitude principale du de´veloppement BKW. Une fois de plus, on se concentrera sur la
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de´termination des amplitudes pour un arbre Aa, le cas des autres types d’arbres e´tant similaire.
On prend un indice quelconque j 2 Aa et on va montrer que l’on peut toujours de´terminer
l’amplitude u0,j . D’apre`s la proposition 6.9.6, on sait qu’il existe une unique suite `
j = ` = (`1, ..., `p)
de type H reliant j a` la racine a. La premie`re e´tape pour de´terminer l’amplitude u0,j est de remar-
quer qu’inde´pendamment de la de´termination de u0,j , on peut toujours de´terminer les amplitudes
u0,`i , i = 1, ...p.
En e↵et, par de´finition des suites de type H (voir de´finition 6.9.4), on a `1 2  (a) \ Ies. Donc,
l’amplitude u0,`1 est solution d’une e´quation de transport de la forme :8><>:
(@t + v`1 ·rx)Q`11 u0,`1 = 0,
B1
hP
i2 (`1)\(Ies[Iee) u0,i|x1=0
i
=  B1u0,a|x1=0 ,
u0,`1|t0 = 0,
si `1 2 R1 \R1, (6.144)
8>><>>:
(@t + v`1 ·rx)Q`11 u0,`1 = 0,
B1
hP
i2 (`1)\(Ies[Iee) u0,i + U0,`1,1|X1=0
i
|x1=0
=  B1u0,a|x1=0 ,
u0,`1|t0 = 0,
si `1 2 R1,
car les e´le´ments de  (`1) sont relie´s a` a par une suite de taille ze´ro donc d’apre`s le point x0) de
la proposition 6.9.7, on a  (`1) \ Ise = {a}. Par conse´quent, composant la condition de bord de
(6.144) par S`11 (voir de´finition 6.9.7), on peut e´crire :
u0,`1|x1=0 =  S
`1
1 B1u0,a|x1=0 .
Cette e´quation de´termine de fac¸on unique la trace de u0,`1 sur la face @⌦1 car l’amplitude u0,a ainsi
que ses traces ont e´te´ de´termine´es dans le sous-paragraphe 6.9.3. Donc inte´grant l’e´quation (6.144)
le long des caracte´ristiques, on de´termine u0,`1 2 HK(⌦T ), puis sa trace u0,`1|x2=0 2 HKp .
On s’inte´resse ensuite a` la construction de l’amplitude u0,`2 , par de´finition des suites de type
H, on a `2 2  (`1) \ Ise. Une nouvelle fois, on peut appliquer la proposition 6.9.7, et montrer que
 (`2) \ Ies = {`1}. Par conse´quent, l’e´quation de transport satisfaite par l’amplitude u0,`2 peut
eˆtre re´e´crite sous la forme : 8><>:
(@t + v`2 ·rx)Q`22 u0,`2 = 0,
u0,`2|x2=0 =  S
`2
2 B2u0,`1|x2=0 ,
u0,`2|t0 = 0,
(6.145)
que l’on re´sout en inte´grant le long des caracte´ristiques.
On re´ite`re ensuite les meˆmes re´solutions d’e´quations de transport pour tous les indices de la
suite `, ce qui permet de de´terminer toutes les amplitudes u0,`i , i = 1, ..., p. Le point important
dans cette construction est que puisque la trace de l’amplitude u0,a sur @⌦1 est dans HKp , cette
re´gularite´ se transmet a` toutes les amplitudes de la branche `.
En e↵et, re´ite´rant la meˆme de´monstration que celle de la proposition 6.4.1, on peut montrer que
les traces u0,`l|x2=0 et u0,`l|x1=0 sont dans H
K
p , pour tout 1  l  p .
Une fois les amplitudes sur la branche ` de´termine´es, il est aise´ de de´terminer l’amplitude u0,j .
On distingue les cas suivants en fonction du type de l’indice j.
⇧ j 2 Ies (resp. j 2 Ise).
D’apre`s la proposition 6.9.7, on sait qu’un indice dans Ies \ Aa (resp. Ise) ne peut apparaitre
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qu’apre`s un nombre pair (resp. impair) de rebonds, donc la longueur de la suite `, p 2 2N (resp.
p 2 2N + 1). Puisque j 2 Ies (resp. j 2 Ies), il est su sant pour construire l’amplitude u0,j de
de´terminer la trace u0,j|x1=0
(resp. u0,j|x2=0
). Or, la proposition 6.9.7, implique que `p est le seul
e´le´ment de Ise (resp. Ies) dans  (j) (resp.  (j)). Appliquant Sj a` (6.119) pour k = j, on peut
de´terminer la trace u0,j|x1=0
(resp. u0,j|x2=0
) en fonction de la trace u0,`p|x1=0
(resp. u0,`p|x2=0
) et
donc construire l’amplitude u0,j par inte´gration le long des caracte´ristiques.
De plus, on montre que l’amplitude u0,j 2 HK(⌦), et que ses traces sur les faces @⌦1 et @⌦2
sont dans HKp .
⇧ j 2 Iee.
Un indice entrant-entrant peut apparaitre au bout d’une branche de taille paire ou bien impaire.
On traite ici le cas pair, le cas impair e´tant entie`rement similaire. La proposition 6.9.7 assure d’une
part que `p est le seul e´le´ment dans  (j)\Ise et d’autre part que  (j) =
 
j
 
. Ainsi, les conditions
de bord pour l’amplitude u0,j peuvent s’e´crire sous la forme :
u0,j|x1=0
=  Sj1B1u0,`p|x1 ,
u0,j|x2=0
= 0.
Donc l’amplitude u0,j doit satisfaire l’e´quation de transport a` vitesse entrante-entrante suivante :8>>>><>>>>:
(@t + vj ·rx)Qj1u0,j = 0,
u0,j|x1=0
=  Sj1B1u0,`p|x1=0 ,
u0,j|x2=0
= 0,
u0,j|t0 = 0,
(6.146)
e´quation que l’on re´sout comme dans la proposition 6.4.1, c’est-a`-dire, en prolongeant le terme
source  Sj1B1u0,`p|x1=0 par ze´ro sur les x2 ne´gatifs (ce prolongement donne lieu a` une fonction
re´gulie`re car u0,`p|x1=0
2 H1p ) puis en re´solvant l’e´quation dans le demi-espace x1   0 et enfin en
restreignant la solution obtenue aux x2   0.
On a donc construit u0,j 2 H1(⌦T ), pour tout T > 0, telle que pour tout x1   0, u0,j|x1=x1 2
H1p .
⇧ j 2 R1 (resp. j 2 R2).
Comme dans le cas j 2 Ies (resp. j 2 Ise), la proposition 6.9.7 implique qu’un indice e´vanescent
pour la face @⌦1 (resp. @⌦2) ne peut apparaitre qu’au bout d’une branche de taille paire (resp.
impaire). Et cette meˆme proposition assure aussi que le seul indice dans Ise (resp. Ies) dans  (j)
(resp.  (j)) est `p. On doit alors construire l’amplitude e´vanescente U0,j,1 (resp. U0,j,2).
Re´ite´rant la meˆme construction qu’au sous-paragraphe 6.9.3, lorsque l’on construit l’amplitude
e´vanescente U0,j,1 (resp. U0,j,2), il faut commencer par de´terminer sa ”double” trace sur l’ensemble
{X1 = x1 = 0} (resp. {X2 = x2 = 0}). Or, le fait que `p soit le seul e´le´ment de Ise (resp. Ies) dans
 (j) (resp.  (j)), permet de montrer que cette ”double” trace s’e´crit sous la forme :
U0,j,1(t, 0, x
0, 0) =  Sjs,1B1u0,`p|x1=0 ,
⇣
resp. U0,j,2(t, x
0, 0, 0) =  Sjs,2B2u0,`p|x2=0
⌘
.
On redresse ensuite cette ”double” trace, en une trace ”simple” en posant :
U0,j,1(t, x, 0) :=   (x1)Sjs,1B1u0,`p|x1=0 ,
⇣
resp. U0,j,2(t, x, 0) :=   (x2)Sjs,2B2u0,`p|x2=0
⌘
,
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ou`   2 C1c (R) est telle que  (0) = 1. Enfin, le lemme 6.9.3 montre que la fonction U0,j,1 (resp.
U0,j,2) de´finie par :
U0,j,1(t, x,X1) =   (x1)eX1A1(⌧ ,⇠
j
2S
j
s,1B1u0,`p|x1=0
, (6.147)⇣
resp. U0,j,2(t, x,X2) =   (x2)eX2A2(⌧ ,⇠
j
1S
j
s,2B2u0,`p|x2=0
◆
,
est une solution des cascades d’e´quations (6.114)-(6.119) et (6.120) e´crites pour n = 0 et k = j.
On a donc dans ce sous-paragraphe montre´ comment on pouvait construire une amplitude ar-
bitraire dans l’arbre Aa. Ainsi, toutes les amplitudes lie´es a` des indices dans l’arbre Aa sont con-
struites. On reprend ensuite la meˆme me´thode de construction sur chacun des arbres qui constitue
la partition (6.122). Ceci permet de de´terminer toutes les amplitudes indexe´es par des indices de
I \{n1, n2, n3, n4} et conclut la construction du premier terme du de´veloppement BKW. On re´sume
cette construction par la proposition suivante :
Proposition 6.9.8 Sous les hypothe`ses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le proble`me a` coin (6.95), si l’ensemble
de fre´quences complet pour les re´fle´xions F ve´rifie l’hypothe`se 6.9.2, et enfin sous l’hypothe`se 6.9.4
sur l’ope´rateur I   T, il existe des fonctions (u0,i)i2Ios, (U0,i,1)i2R1 et (U0,i,2)i2R2 qui ve´rifient les
cascades d’e´quations (6.114)-(6.119) et (6.120) e´crites pour n = 0.
De plus, les fonctions (u0,i)i2Ios admettent la re´gularite´ suivante : pour tout T > 0,
⇧ si i 2 Ies [ Ise alors u0,i 2 HK(⌦T ) et les traces u0,i|x1=0 et u0,i|x2=0 sont dans HKp .
⇧ Si i 2 Iee alors u0,i 2 HK(⌦T ). De plus, si  (i) = {i} (resp.  (i) = {i}) alors pour tout x1 > 0
(resp. x2 > 0), la trace u0,i|x1=x1 (resp. u0,i|x2=x2 ) est dans H
K
p .
Les fonctions (U0,i,1)i2R1 (resp. (U0,i,2)i2R2) sont dans Pev1 (resp. Pev2).
On conclut ce sous-paragraphe par la figure 6.18 qui illustre la de´termination des amplitudes as-
socie´es aux phases dans les arbres.
Figure 6.18: Illustration du proce´de´ de de´termination des phases dans l’un des arbres D.
De´termination des termes d’ordre supe´rieur dans le de´veloppement BKW.
La construction des termes d’ordre supe´rieur dans le de´veloppement BKW est assez semblable a`
celle du premier terme et se base sur les meˆmes arguments que ceux l’on a utilise´s lors de l’e´tude de
l’e´quation des ondes (cf. paragraphe 6.4). C’est pourquoi on se contentra ici de de´crire les grandes
lignes pour le terme d’ordre ". On commence par s’inte´resser aux amplitudes lie´es a` des phases
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oscillantes.
Pour k 2 Ios, l’amplitude u1,k apparait dans les e´quations :⇢
iL(d'k)u1,k + L(@)u0,k = 0,
iL(d'k)u2,k + L(@)u1,k = 0, (6.148)
auquel on adjoint les deux conditions de bord :
B1
24 X
k2 (k)\Ios
u1,k
35
|x1=0
= 0, si k 2 R1 \R1, (6.149)
B1
24 X
k2 (k)\Ios
u1,k + U1,k,1|X1=0
35
|x1=0
= 0, si k 2 R1,
et
B2
24 X
k2 (k)\Ios
u1,k
35
|x2=0
= 0, si k 2 R2 \R2 (6.150)
B2
24 X
k2 (k)\Ios
u1,k + U1,k,2|X2=0
35
|x2=0
= 0, si k 2 R2.
Comme dans le paragraphe 6.4, de fac¸on classique, on compose la premie`re e´quation (6.148) par
le pseudo-inverse Rk1 si k 2 Ies, Rk2 si k 2 Ise et par Rk1 ou Rk2 si k 2 Iee. On rappelle que ces
pseudo-inverses ve´rifient : pour i = 1, 2,
Rki L(d'k) = I   P ki , P ki Rki = RkiQki = 0.
L’e´quation d’e´volution de (6.148) se re´e´crit donc sous la forme :⇣
I   P ki
⌘
u1,k = iR
k
i L(@)u0,k, (6.151)
e´quation qui de´termine de fac¸on unique la partie non polarise´e de u1,k. En e↵et, a` ce stade de
l’analyse, le terme de droite est connu. L’amplitude u0,k e´tant dans HK(⌦T ) et ayant des traces
dans HKp , la partie non polarise´e de u1,k est dans H
K 1(⌦T ) et a ses traces dans HK 1p . Pour
connaˆıtre une amplitude oscillante d’ordre ", il su t donc de construire sa partie polarise´e ; c’est-
a`-dire P ki u1,k.
Pour de´terminer la partie polarise´e, on reprend la meˆme analyse que celle que l’on a utilise´ pour
construire l’amplitude d’ordre ze´ro. On remarque que l’e´quation d’e´volution re´gissant l’amplitude
u2,k :
iL(d'k)u2,k + L(@)u1,k = 0,
s’e´crit, apre`s composition par Qk1 pour k 2 Ies, par Qk2 pour k 2 Ise et par Qk1 ou Qk2 pour k 2 Iee,
sous la forme :
Qki L(@)P
k
i u1,k =  Qki L(@)(I   P ki )u1,k =  iQki L(@)Rki L(@)u0,k.
D’apre`s le lemme de Lax, cette e´quation est une e´quation de transport a` vitesse de groupe vk.
Donc, Qki P
k
i u1,k ve´rifie la meˆme e´quation de transport (avec ajout du terme source a` l’inte´rieur
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 iQki L(@)Rki L(@)u0,k) que celle que ve´rifiait u0,k. On peut donc re´ite´rer exactement la meˆme
me´thode de construction que celle qui a e´te´ de´veloppe´e pour l’amplitude u0,k.
Plus pre´cise´ment, on commence par conside´rer les indices de la boucle, pour fixer les ide´es, on
de´crit la construction de u1,n4 . Comme indique´ plus haut, sa partie non polarise´e est de´termine´e par
l’e´quation (6.151). Pour de´terminer la partie polarise´e de u1,n4 puisque cette dernie`re est transporte´e
selon une vitesse sortante-entrante, il faut de´terminer sa trace sur @⌦2. Pour de´terminer cette trace,
il faut refaire le calcul du sous-paragraphe 6.9.3. On obtient alors
(I   T)Pn1u1,n1|x2=0 = G1,
ou`, la fonction G1 2 HK 1p de´pend uniquement des traces des parties non polarise´es des amplitudes
de la boucle7 . L’hypothe`se 6.9.3, implique donc que Pn4u1,n4 est solution de l’e´quation de transport
: 8><>:
(@t + vn4 ·rx)Qn42 Pn42 u1,n4 =  iQn42 L(@)Rn42 L(@)u0,n4 ,
Pn42 u1,n4|x2=0 =  S
n4
2 B2
h
(I   T) 1G1 + (I   Pn42 )u1,n4|x2=0 + (I   P
n1
1 )u1,n1|x2=0
i
,
Pn42 u1,n4|t0 = 0,
dont on connaˆıt tous les termes sources et donc que l’on peut re´soudre par inte´gration le long des
caracte´ristiques. Puisque le terme source a` l’inte´rieur est dans HK 2(⌦T ) et que le terme source sur
la bord est dans HK 1p , la solution P
n4
2 u1,n4 est dans H
K 2(⌦T ) a` traces dans HK 2p . On retrouve
ici le re´sultat habituel selon lequel la construction du terme d’ordre un dans le de´veloppement
BKW ne´cessite deux de´rive´es. Plus ge´ne´ralement, la construction du terme d’ordre N0 ne´cessite
2N0 de´rive´es.
Une fois les amplitudes lie´es a` la boucle de´termine´es, la construction des parties polarise´es des
amplitudes oscillantes dans les arbres composant la partition (6.122) suit la meˆme me´thode (et
surtout le meˆme ordre) que celle de´crite dans le sous-paragraphe 6.9.3. C’est pourquoi, on ne la
re´pe`tera pas ici.
On en vient maintenant a` la construction des amplitudes e´vanescentes d’ordre ". Bien que
ces amplitudes ne soient pas solutions d’e´quations de transport, la me´thode de construction suit
ne´anmoins les meˆmes ide´es que dans le cas des amplitudes oscillantes. En e↵et, on remarque que
les amplitudes U1,k,i vont pouvoir eˆtre de´compose´es en une partie polarise´e (dont la construction
se fera comme celle de U0,k,i) et une partie non polarise´e qui de´pendra de l’amplitude U0,k,i et qui
sera donc de´termine´e a` moindre frais.
On traite ici, seulement le cas des amplitudes e´vanescentes par rapport a` la face @⌦1, on fixe
donc k 2 R1. L’amplitude U1,k,1 ve´rifie le syste`me d’e´quations :8><>:
Lk(@X1)U1,k,1   L(@)U0,k,1 = 0,
B1
hP
k2 (k)\Ios u1,k + U1,k,1|X1=0
i
|x1=0
= 0,
U1,k,1|t0 = 0,
7 Plus pre´cise´ment, avec les meˆmes notations qu’au sous-paragraphe 6.9.3 :
G1 :=  Sn11 B1 (I   Pn11 )u1,n1|x1=0 + S
n1
1 B1S
n2
2 B2 (I   Pn22 )u1,n2
✓
t+
1
vn1,1

 1 + vn1,2
vn2,2
 
x1,
vn2,1
vn2,2
vn1,2
vn1,1
x1, 0
◆
  Sn11 B1Sn22 B2Sn31 B1 (I   Pn31 )u1,n3
✓
t+
1
vn1,1

 1 + vn1,2
vn2,2
  vn1,2vn2,1
vn2,2vn3,1
 
x1, 0, vn3,2
vn3,1
vn2,1
vn2,2
vn1,2
vn1,1
x1
◆
+ S (I   Pn42 )u0,n4 (t+ ↵x1, x1, 0) ,
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or d’apre`s le lemme 6.9.3, on sait que la premie`re e´quation de ce syste`me admet une solution et que
cette dernie`re s’e´crit sous la forme :
U1,k,1 = Pkev1U1,k,1 +Q
k
ev1L(@)U0,k,1,
ou` l’on rappelle que les projecteurs Pkev1 et Q
k
ev1 sont de´finis en (6.141) et (6.142). Donc, comme pour
les amplitudes associe´es a` des phases oscillantes, puisque l’amplitude U0,k,1 est connue, la partie
non polarise´e de U1,k,1, Qkev1L(@)U0,k,1, l’est aussi. Il su t de calculer la partie polarise´e P
k
ev1U1,k,1,
et on s’est ramene´ a` l’e´tude e↵ectue´e sur U0,k,1. En e↵et, par de´finition de Pkev1, P
k
ev1U1,k,1 sera
de´termine´e si on connait la trace de U1,k,1 sur {X1 = 0}.
On commence par e´tudier la ”double trace” sur {x1 = X1 = 0}. Cette dernie`re est donne´e par
la condition de bord (6.152). Or, la proposition 6.9.7 implique que ( (k) \ Ise) = {i} on peut donc
re´e´crire la condition de bord (6.152) sous la forme :
U1,k,1|X1=x1=0 =  S
k
s,1B1u1,i|x1=0 ,
ou` le membre de droite est connu car on a de´ja` construit les amplitudes oscillantes d’ordre un en
". On conclut la construction en relevant ”la double trace” en une trace ”simple” sur {X1 = 0}
exactement comme pour l’amplitude U0,k,1.
Ceci conclut la construction du de´veloppement BKW pour un proble`me a` coin. Le the´ore`me
que l’on a de´montre´ est le suivant :
The´ore`me 6.9.1 Sous les hypothe`ses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le proble`me a` coin (6.95), si l’ensemble
des fre´quences complet pour les re´fle´xions F ve´rifie l’hypothe`se 6.9.2, et enfin sous l’hypothe`se 6.9.4
sur l’ope´rateur I   T, il existe des fonctions (un,k)n2N, k2Ios, (Un,k,1)n2N, k2R1 et (Un,k,2)n2N, k2R2
qui ve´rifient les cascades d’e´quations (6.114)-(6.119) et (6.120).
De plus, les fonctions un,k admettent la re´gularite´ suivante : pour tout T > 0,
⇧ Si k 2 Ies [ Ise, alors un,k 2 HK 2n(⌦T ) et les traces un,k|x1=0 et un,k|x2=0 sont dans HK 2np .
⇧ Si n 2 Iee, alors un,k 2 HK 2n(⌦T ). De plus, si  (k) = {k} (resp.  (k) = {k}) alors pour tout
x1 > 0 (resp. x2 > 0), la trace un,k|x1=x1 (resp. un,k|x2=x2 ) est dans H
K 2n
p .
Les fonctions Un,k,1 (resp. Un,k,2) sont dans Pev1 (resp. Pev2).
6.9.4 Justification du de´veloppement BKW.
Maintenant que l’on a construit le de´veloppement BKW, il reste a` montrer que le de´veloppement
BKW tronque´ converge bien vers la solution exacte du proble`me a` coin (6.95). On rappelle que les
re´sultats des chapitres 4 et 5 ne permettent pas de conclure au caracte`re fortement bien pose´ dans
le cadre ge´ne´ral. C’est pourquoi, dans tout ce qui suit, on suppose que le proble`me a` coin (6.95)
est fortement bien pose´ dans L2(⌦T ) au sens de la de´finition suivante :
De´finition 6.9.9 On dit que le proble`me a` coin est fortement bien pose´ si pour tout f 2 L2(⌦T ),
g1 2 L2(@⌦1,T ) et g2 2 L2(@⌦2,T ) nulles pour les temps ne´gatifs, le syste`me :8>><>>:
@tu+A1@1u+A2@2u = f,
B1u|x1=0 = g1,
B2u|x2=0 = g2,
u|t0 = 0,
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admet une unique solution u 2 L2(⌦T ) a` traces dans L2(@⌦1,T ) et L2(@⌦2,T ), et ve´rifiant de plus
l’estimation d’e´nergie :
kuk2L2(⌦T )+ku|x1=0k2L2(@⌦1,T )+ku|x2=0k2L2(@⌦2,T )  CT
⇣
kfk2L2(⌦T ) + kg1k2L2(@⌦1,T ) + kg2k2L2(@⌦2,T )
⌘
.
(6.152)
On rappelle que le the´ore`me 4.2.1 a rme que si les matrices B1 et B2 du proble`me a` coin
(6.95) de´finissent des conditions de bord strictement dissipatives et si de plus le syste`me (6.95) est
syme´trique alors le proble`me a` coin est fortement bien pose´.
Pour justifier la convergence du de´veloppement BKW on aura besoin de la proposition suivante
qui montre que les amplitudes associe´es aux modes e´vanescents sont bien re´gulie`res et donne leur
taille par rapport au petit parame`tre ".
Proposition 6.9.9 Soit U une fonction dans Pev,1 (resp. Pev,2). Alors les fonctions U
 
t, x, x1"
 
et
(L(@)U(t, x,X1))|X1=x1" (resp. U
 
t, x, x2"
 
et (L(@)U(t, x,X2))|X2=x2" ) sont O("
1
2 ) dans L2(⌦T ).
De´monstration : On le montre pour U dans Pev,1, le cas U dans Pev,2 e´tant totalement analogue.
Puisque U 2 Pev,1, par de´finition, il existe   > 0 tel que e X1U(t, x,X1) soit dansH+1(⌦T⇥R+),
donc l’application (x1, X1) 7! U(·, ·, x1, X1)e X1 2 L1x1,X1(L2(@⌦1,T )) et l’on a :
kU|X1=x1" k
2
L2(⌦T )
=
Z +1
0
Z
@⌦1,T
   e  x1" U ⇣t, x, x1
"
⌘
e  
x1
"
   2 dt dx0 dx1,
=
Z +1
0
      e  x1" U ⇣·, ·, x1, x1
"
⌘      2
L2(@⌦1,T )
e 2 
x1
" dx1,
 kUe  ·kL1x1,X1 (L2(@⌦1,T ))
Z +1
0
e 2 
x1
" dx1  C".
Soit @y un ope´rateur di↵e´rentiel, ou` y est un e´le´ment de l’ensemble {t, x1, ..., xd} alors on a :
k@yU(·, X1)|X1=x1" k
2
L2(⌦T )
=
Z +1
0
e 2 
x1
"
      e  x1" @yU ⇣·, x1, x1
"
⌘      2
L2(@⌦1,T )
dx1,
puisque la substitution X1 ,! x1" est faite apre`s la de´rivation.
Utilisant ensuite le fait que e X1@yU(t, x1, X1) 2 H+1(⌦T ⇥ R+) on peut montrer en re´ite´rant
le meˆme calcul que celui e↵ectue´ pour U|X1=x1" que
k@yU(·, X1)|X1=x1" k
2
L2(⌦T )
 C",
il reste juste a` appliquer l’ine´galite´ triangulaire pour conclure.
⇤
Pour montrer que le de´veloppement BKW tronque´ constitue une bonne approximation de la
solution exacte du proble`me a` coin (6.95), il faut avant tout eˆtre en mesure de donner un sens au
de´veloppement BKW. On a vu aux paragraphes 6.6 et 6.7 que dans le cas ou` une infinite´ de phases
e´tait ge´ne´re´e par rebonds successifs sur les faces du domaine, donner un sens au de´veloppement
BKW tronque´ n’e´tait pas force´ment e´vident en soi. C’est pourquoi, on e´vitera cette di culte´ en se
placant dans un cadre ou` le nombre de phases ge´ne´re´es est fini.
Hypothe`se 6.9.5 On suppose que le nombre de phases ge´ne´re´es par rebonds successifs est fini.
C’est-a`-dire #F < +1.
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Sous cette hypothe`se, la de´monstration de la convergence du de´veloppement BKW tronque´
vers la solution exacte est assez similaire a` celle e↵ectue´e pour l’e´quation des ondes (voir the´ore`me
6.4.1). Il faut juste ge´rer en plus les amplitudes e´vanescentes, mais la proposition 6.9.9 montre que
ces termes se comportent mieux que les termes oscillants et donc qu’ils ne sont pas dangereux pour
de´montrer ce re´sultat de convergence.
Le the´ore`me principal de ce chapitre est le suivant :
The´ore`me 6.9.2 Sous les hypothe`ses 6.9.1-6.2.2-6.2.3 sur le proble`me a` coin (6.95), si l’ensemble
des fre´quences F est complet pour les re´flexions et ve´rifie les hypothe`ses 6.9.2 et 6.9.5, et sous
l’hypothe`se 6.9.4 sur l’ope´rateur (I   T), on suppose de plus que le proble`me a` coin (6.95) est
fortement bien pose´.
Pour N0 2 N, avec N0 
⇥
K
2
⇤
, ou` [·] de´signe la fonction partie entie`re, on de´finit u"app,N0 le
de´veloppement BKW tronque´ a` l’ordre N0 :
u"app,N0 :=
X
k2Ios
e
i
"'k(t,x)
N0X
n=0
"nun,k(t, x)
+
X
k2R1
e
i
" k,1(t,x2)
N0X
n=0
"nUn,k,1
⇣
t, x,
x1
"
⌘
+
X
k2R2
e
i
" k,2(t,x1)
N0X
n=0
"nUn,k,2
⇣
t, x,
x2
"
⌘
,
ou` les fonctions un,k, Un,k,1 et Un,k,2 sont donne´es par le the´ore`me 6.9.1. Alors, si u" de´signe la
solution exacte du proble`me a` coin (6.95), l’erreur u"   u"app,N0 est O("N0+1) dans L2(⌦T ).
De´monstration : L’e´cart u"   u"app,N0+1 ve´rifie le proble`me a` coin :
8>><>>:
L(@)(u"   u"app,N0+1) = f "N0+1,
B1(u"   u"app,N0+1)|x1=0 = 0,
B2(u"   u"app,N0+1)|x2=0 = 0,
(u"   u"app,N0+1)|t0 = 0.
(6.153)
ou` l’on a pose´
f "N0+1 := "
N0+1
24X
k2Ios
e
i
"'k L(@)uN0+1,k +
X
k2R1
e
i
" k,1 (L(@)UN0+1,k,1)|X1=x1"
+
X
k2R2
e
i
" k,2 (L(@)UN0+1,k,2)|X2=x2"
35 .
Puisque le proble`me a` coin (6.95) est fortement bien pose´, on peut appliquer l’estimation d’e´nergie
(6.152), pour obtenir :
ku"   u"app,N0+1kL2(⌦T )  CT kf "N0+1kL2(⌦T ).
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Or,
kf "N0+1kL2(⌦T )  "N0+1
24X
k2Ios
kL(@)uN0+1,kkL2(⌦T )
+
X
k2Iev1
kL(@)UN0+1,k,1 (., ., X1)|X1=x1" kL2(⌦T )
+
X
k2Iev2
kL(@)UN0+1,k,2 (., ., X2)|X2=x2" kL2(⌦T )
35 ,
 C"N0+1,
car d’apre`s la proposition 6.9.9, les termes (L(@)UN0,k,1)|X1=x1" et (L(@)UN0+1,k,2)|X2=
x2
"
sont O("
1
2 )
dans L2(⌦T ) tandis que les termes L(@)uN0+1,k sont O(1) dans L
2(⌦T ).
On a donc de´montre´ que
ku"   u"app,N0+1kL2(⌦T )  CT "N0+1,
il su t ensuite d’appliquer l’ine´galite´ triangulaire pour conclure.
⇤
6.9.5 Etude de la condition d’inversibilite´.
Dans ce sous-paragraphe, on va donner une condition su sante (et ne´cessaire dans certains cas) sous
laquelle la condition d’inversibilite´ (6.129) est ve´rifie´e. On rappelle que la condition d’inversibilite´
(6.129) s’e´crit sous la forme :
u0,n1|x2=0
(t, x1)  Su0,n1|x2=0 (t+ ↵x1, x1) = S
n1
1 g(t+  x1,x1), (6.154)
avec ↵ < 0,   > 0,   < 0 et  > 0. Les expressions exactes de ces parame`tres e´tant donne´es par :
S := Sn11 B1S
n2
2 B2S
n3
1 B1S
n4
2 B2,
↵ :=
1
vn1,1

 1 + vn1,2
vn2,2
  vn1,2vn2,1
vn2,2vn3,1
+
vn1,2vn2,1vn3,2
vn2,2vn3,1vn4,2
 
,
  :=
vn4,1
vn4,2
vn3,2
vn3,1
vn2,1
vn2,2
vn1,2
vn1,1
,
  :=   1
vn1,1
, et  :=  vn1,2
vn1,1
.
On commence par remarquer qu’une solution de l’e´quation fonctionnelle (6.154) est ne´cessairement
polarise´e sur ker(L(i⌧ , ⇠n11 , ⇠n12 )). On va donc commencer par conside´rer le cas S ker(L(i⌧ , ⇠n11 , ⇠n12 )) =
{0}.
L’e´quation fonctionnelle (6.154) se re´e´crit, dans ce cas, sous la forme :
u(t, x1) = S
n1
1 g(t+  x1,x1),
et de´termine ainsi de fac¸on unique u 2 HKp pour tout terme source g. C’est pourquoi dans la suite,
on supposera que la restriction de S au sous-espace vectoriel ker(L(i⌧ , ⇠n11 , ⇠n12 )) est inversible.
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Dans la suite, on e´crira l’e´quation fonctionnelle (6.154) sous la forme suivante :
(I   T)u = G, (6.155)
ou l’on a pose´ :
(Tu) (t, x1) := Su(t+ ↵x1, x1), (6.156)
G(t, x1) := Sn1g(t+  x1,x1). (6.157)
Une condition su sante pour re´soudre l’e´quation fonctionnelle (6.154) dans L2(] 1, T ]⇥ R+)
est la suivante :
The´ore`me 6.9.3 Si
|S| <
p
 ,
alors pour tout   > 0, pour tout G 2 L2 (R⇥R+), l’e´quation fonctionnelle (6.154) admet une unique
solution u 2 L2 (R⇥ R+), polarise´e sur ker(L(i⌧ , ⇠n11 , ⇠n12 )) et ve´rifiant de plus :
kukL2 (R⇥R+)  CkGkL2 (R2+),
ou` la constante C est inde´pendante du parame`tre  .
En particulier, pour tout T > 0, si le terme source G 2 L2(@⌦2,T ) et est nul pour les temps
ne´gatifs, alors l’e´quation (6.154) admet une unique solution u 2 L2(@⌦2,T ), nulle sur les temps
ne´gatifs, polarise´e sur ker(L(i⌧ , ⇠n11 , ⇠n12 )), ve´rifiant de plus l’estimation :
kukL2(@⌦2,T  CT kGkL2(@⌦2,T ).
De´monstration : Pour re´soudre l’e´quation (6.155) il su t que l’ope´rateur T soit strictement con-
tractant sur L2 (R⇥ R+). Un simple calcul montre que c’est le cas sous l’hypothe`se |S| <
p
 .
⇤
Pour comprendre le sens de la condition |S| < p , il est important de remarquer le fait suivant.
Si on conside`re un point sur la face @⌦1 a` distance L du coin, que l’on suit son trajet le long des
bicaracte´ristiques associe´es a` la boucle, il se retrouve sur la face @⌦1 a` une certaine distance du
coin, note´e L
0
. Reprenant le calcul de la fin du paragraphe 6.6, on remarque que :
  =
L
L0
. (6.158)
Selon la valeur de   on a donc le comportement suivant :
⇧ Si   > 1, alors en suivant les courbes bicaracte´ristiques on se rapproche du coin.
⇧ Si   < 1, alors en suivant les courbes bicaracte´ristiques on s’e´loigne du coin.
⇧ Si   = 1, alors le trajet le long des bicaracte´ristiques est pe´riodique.
Ainsi, la condition |S| < p  impose qu’apre`s un voyage le long des bicaracte´ristiques associe´es
a` la boucle l’e´nergie de la trace de la solution diminue.
Dans le cas scalaire8, c’est-a`-dire dans le cas ou` le rang de Pn11 vaut un, ce qui le cas ici par
hypothe`se de stricte hyperbolicite´ de l’ope´rateur L(@), si   6= 1, on peut montrer que la condition
|S| < p  s’ave`re aussi eˆtre ne´cessaire pour que l’e´quation fonctionnelle (6.154) admette une unique
solution. L’ide´e de la preuve est d’utiliser la transforme´e de Laplace par rapport a` la variable
temporelle pour se ramener a` une situation analogue a` celle traite´e par Osher dans [Osh74b].
8En dehors du cas scalaire, c’est-a`-dire lorsque S est une matrice et non un re´el, il semble beaucoup plus di cile
de conclure (cf. [Osh74b])
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The´ore`me 6.9.4 Pour une fonction a` valeurs re´elles u, et des re´els ↵,  > 0, on conside`re
l’e´quation fonctionelle :
u(t, x)  Su(t  ↵x, x) = g. (6.159)
On suppose que S >
p
  alors :
i) Si   > 1, l’e´quation (6.159) pour g = 0 admet une solution non nulle.
ii) Si   < 1, l’e´quation (6.159) n’admet a priori aucune solution pour g quelconque.
De´monstration : On commence par de´montrer i), on cherche u sous la forme u(t, x) = H(t)v(t, x),
ou` H de´signe la fonction de Heaviside. Alors appliquant la transforme´e de Laplace temporelle a`
l’e´quation (6.159) on va chercher a` re´soudre :
vˆ( , x)  Se↵ xvˆ( , x) = 0, (6.160)
ou`   2 C, Re  > 0 est la variable duale de t.
Comme dans [Osh74b] on pose
ˆ˜v( , x) = e
↵ x
1   x 
lnS
ln  ,
et l’on ve´rifie aise´ment que cette fonction ve´rifie l’e´quation (6.160). Or Re
⇣
↵ 
1  
⌘
< 0, et par
hypothe`se S >
p
 , dont on de´duit que   lnSln  <  12 . Par conse´quent, ˆ˜v 2 L2x(R+).
Cependant, ˆ˜v ne ve´rifie pas les hypothe`ses du the´ore`me de Paley-Wiener donc on ne peut pas
conclure avec cette fonction. Mais si on pose par exemple,
vˆ( , x) =
1
(1 +  )
ˆ˜v( , x),
il est clair que vˆ est toujours une solution de (6.160). De plus,
sup
 >0
Z
R
Z
R+
|v(  + i⌘, x)|2dxd⌘  sup
 >0
✓Z
R+
x 2
lnS
ln  e
2x↵ 
1   dx
◆Z
R
1
1 + ⌘2
d⌘  C.
D’apre`s le the´ore`me de Paley-Wiener, il existe donc v 2 L2 (R+ ⇥R+) dont vˆ est la transforme´e de
Laplace. Ainsi on a construit v une solution non nulle de (6.159).
Pour de´montrer ii) comme dans [Osh74b], il su t de remarquer que si l’on revient a` la notation
Tu = Su(t+ ↵x, x), alors l’adjoint de T est donne´ par :
T⇤v =  S
 
v
✓
t  ↵
 
x,
1
 
x
◆
.
Donc si   < 1, l’ope´rateur T ⇤⌧ est dans la situation i), ainsi si S  >
1p
 
, S > p , l’ope´rateur T ⇤⌧
n’est pas injectif et par conse´quent T n’est pas surjectif ce qui conclut la de´monstration.
⇤
On a vu lors de la construction du de´veloppement BKW que l’inversibilite´ de l’ope´rateur I   T
ne su sait pas pour conclure que le de´veloppement BKW converge bien vers la solution exacte.
En e↵et, pour avoir un re´sultat de convergence, il faut au minimum construire le premier terme
correcteur. On a alors besoin que I   T soit inversible de H1p dans H1p . Plus ge´ne´ralement, si on
veut un controˆle de l’e´cart entre le de´veloppement BKW et la solution exacte en O("K), il faut que
l’ope´rateur I   T soit inversible de HKp dans HKp . Le the´ore`me suivant montre que la solution de
l’e´quation fonctionnelle (6.154) donne´e par le the´ore`me 6.9.3 he´rite de la re´gularite´ HKp du terme
source. Il y a deux cas a` conside´rer :
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The´ore`me 6.9.5 i) Si 0 <    1 et si |S| < p , alors l’ope´rateur I T est inversible de H1p dans
H1p .
ii) Soit K 2 N, si   > 1 et si |S| K  12 < 1, alors l’ope´rateur I   T est inversible de HKp dans
HKp .
De´monstration : On pose
u(t, x1) = G(t, x1) +
+1X
j=1
SjSn11 g
⇣
t+Xj↵, , x1, 
jx1
⌘
, (6.161)
avec
Xj↵, ,  :=
j 1X
k=0
↵ k +  j(↵+  ).
On peut aise´ment ve´rifier que, sous l’hypothe`se |S| < p , la fonction u de´finie en (6.161) est une
solution formelle de l’e´quation fonctionnelle (6.154) dans L2(@⌦2,T ). D’apre`s le the´ore`me 6.9.3, elle
est unique.
On montre ensuite que la solution u de´finie en (6.161) he´rite de la re´gularite´ de g. D’abord, au
vu de l’e´quation (6.154), il est clair que pour tout n 2 N, et inde´pendamment de la valeur de   :
k@nt ukL2(@⌦2,T )  Ck@nt gkL2(@⌦2,T ),
il ne reste donc plus qu’a` traiter que le cas de la de´rive´e par rapport a` la variable x1. Pour n 2 N,
un simple calcul donne :
@nx1u = @
n
x1G+
+1X
j=1
SjSn11
"
nX
l=0
✓
n
l
◆⇣
Xj↵, , 
⌘l  
 j
 n l
@n lt @
l
x1g
#⇣
t+Xj↵, , x1, 
jx1
⌘
. (6.162)
on en vient maintenant a` l’e´tude de cas selon la valeur du parame`tre  .
Si    1, on majore brutalement les constantes qui sont apparues lors de la de´rivation et l’on
obtient :
k@nx1ukL2(@⌦2,T )  k@nx1Gk+ Cn,,↵,|Sn11 |, 
+1X
j=1
✓ |S|p
 
◆j nX
l=0
k@n lt @lx1gkL2(@⌦2,T ),
ou` l’on a fait le changement de variable
s
y
 
=
"
1 Xj↵, , 
0  j
# 
t
x1
 
,
pour faire apparaitre le terme en
p
 . Donc sous l’hypothe`se |S| < p , la solution u 2 H1(@⌦2,T )
de´finie en (6.161) et on ve´rifie de plus sur l’e´quation (6.162) qu’elle est aussi dans H1p .
Si   > 1, on majore la se´rie (6.162) par une se´rie de la forme :
k@nx1ukL2(@⌦2,T )  k@nx1Gk+ Cn,,↵,|Sn11 |, 
+1X
j=1
⇣
|S| n  12
⌘j nX
l=0
k@n lt @lx1gkL2(@⌦2,T ),
pour 0  n  K, cette se´rie converge bien graˆce a` l’hypothe`se |S| K  12 < 1. On montre alors que
u 2 HK(@⌦2,T ). Une fois de plus, le caracte`re plat au coin se ve´rifie sur l’e´quation (6.162), on a
donc u 2 HKp .
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⇤
Remarque Comme dans le cas de l’infinite´ de phases ge´ne´re´es au paragraphe 6.6, on peut remar-
quer que lorsque l’amplitude du terme source, g est a` support ”loin” du coin, si on se restreint
a` construire le de´veloppement BKW pour t < T < +1 alors le nombre de termes dans la se´rie
(6.161) est fini. Ainsi, dans ce cadre l’ope´rateur (I T) est inversible, d’inverse donne´ par l’e´quation
(6.161), inde´pendamment de   et de S.
Le the´ore`me 6.9.5 semble indiquer qu’un phe´nome`ne de concentration au coin est plus di cile a` ge´rer
qu’un phe´nome`ne d’e´loignement du coin. En e↵et, dans le cas d’un phe´nome`ne d’e´loignement du
coin, l’e´cart entre la solution exacte et le de´veloppement BKW sera en O("N ) avec N arbitrairement
grand, tandis que dans le cas d’une concentration au coin, la condition |S| K  12 < 1 implique qu’il
existe un N0 maximal tel que l’e´cart soit en O("N0).
On ne pre´tend pas a` l’optimalite´ du the´ore`me 6.9.5, ainsi, il se peut que dans le cas   > 1
l’e´quation (6.154) admette une unique solution dans H1p si G 2 H1p . Cependant, comme on
va le voir dans l’exemple suivant, le the´ore`me 6.9.5 est su sant pour e´tablir la convergence du
de´veloppement BKW vers la solution exacte sur l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1.
6.9.6 Exemples pour lesquels la condition d’inversibilite´ (6.154) est satisfaite.
Retour sur l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1.
On applique le the´ore`me 6.9.3 a` l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1, pour lequel la trace de  1
ve´rifie :
 1(t, 0, x2) =  
p
5
64
p
7 
h
1  3p5
i 7
3
 p5
 
 1
✓
t  27x2, 0, 35
2
x2
◆
+G. (6.163)
On a de´ja` mentionne´ au sous-paragraphe 6.9.1 que le parame`tre re´el   6= 0 gouverne la dissipativite´
sur la face @⌦2 de la fac¸on suivante :
⇧ Si | | > 1, alors la condition de bord sur la face @⌦2 est strictement dissipative.
⇧ Si | | = 1, alors la condition de bord sur la face @⌦2 est maximale dissipative.
⇧ Si | | < 1, alors la condition de bord sur la face @⌦2 n’est pas dissipative mais ve´rifie ne´anmoins
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.
La condition de bord sur la face @⌦1 est elle strictement dissipative inde´pendamment de la
valeur de  .
D’apre`s le the´ore`me 6.9.3, si
| | > 1
32 ·p5 · 73/2 ( 1 + 3
p
5)
✓
7
3
 p5
◆
:=  0 ⇡ 4.10 4
alors l’e´quation fonctionnelle (6.163) admet une unique solution. Et l’on voit donc que l’on peut
construire le premier terme du de´veloppement BKW pour plus de parame`tres que ceux assurant la
stricte dissipativite´ sur la face @⌦2.
A contrario, si
0 < | | <  0
on est alors dans un cadre non dissipatif et d’apre`s le the´ore`me 6.9.4 l’e´quation (6.163) admet une
solution non nulle pour G = 0 donc on n’est pas en mesure de construire le premier terme du
de´veloppement BKW de manie`re unique. Cela semble indiquer que le proble`me a` coin (6.96) n’est
pas bien pose´ lorsque le parame`tre | | 2 ]0,  0[, c’est-a`-dire lorsque la condition de bord sur la face
@⌦2 dissipe trop peu d’e´nergie. Dans ce cas de figure, cet exemple montre qu’imposer la condition
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de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face n’est pas su sant pour construire de fac¸on unique
le de´veloppement BKW. Ceci nous semble eˆtre un bon argument en faveur du fait qu’une situation
analogue se de´roule pour le caracte`re fortement bien pose´ du proble`me a` coin.
Ensuite, le re´sultat du chapitre 4 permet d’e´tablir que lorsque | | > 1, le proble`me a` coin (6.96)
est bien pose´. Pour de´montrer la convergence du de´veloppement BKW vers la solution, puisque
l’on est en pre´sence d’une concentration au coin, il faut e´tudier la condition |S| K  12 < 1. On peut
alors montrer que cette condition est satisfaite par tous les | | > 1 pour K  4. Ainsi, on peut
construire les trois premiers termes du de´veloppement BKW et montrer que ce dernier converge vers
la solution exacte pour tous les parame`tres rendant le proble`me a` coin (6.96) strictement dissipatif
avec une pre´cision en O("3).
Cette pre´cision peut eˆtre ame´liore´e au prix de restrictions de plus en plus fortes sur la valeur de
| |.
L’exemple de Sarason-Smoller [SS75].
Dans [SS75], les auteurs construisent un exemple de syste`me 4⇥ 4 strictement hyperbolique dont la
section de la varie´te´ caracte´ristique admet une boucle. Cet exemple avec celui du sous-paragraphe
6.9.1 constituent, a` notre connaissance et a` l’heure actuelle, les deux seuls exemples de varie´te´ car-
acte´ristique avec des boucles.
L’ide´e de la construction est la suivante : on commence par choisir une ellipse centre´e et on
fixe trois points P2, P3, P4 sur cette ellipse de manie`re a` ce que l’angle \P2P3P4 soit droit et que la
vitesse de groupe soit entrante-sortante au point P3 et sortante-entrante aux points P2 et P4. Ce
choix de´termine de fac¸on unique le point P1, tel que P1P2P3P4 forme un rectangle. On construit
ensuite une ellipse passant par P1 et qui induit en ce point une vitesse de groupe entrante-sortante.
(cf. figure 6.19). La varie´te´ ainsi construite est de la forme
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-3
-2
-1
1
2
3
P_2
P_3
P_1
P_4
℥_1
℥_2
퓔_1
퓔_2
Figure 6.19: Construction de Sarason et Smoller pour p1 := 5⇠21 + 2⇠
2
2   6⇠1⇠2   1 et p2 := 2549⇠21 +
14
5 ⇠
2
2   2⇠1⇠2   1.
p1(⌧, ⇠1, ⇠2)p2(⌧, ⇠1, ⇠2) = 0,
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ou` les polynoˆmes p1 et p2 sont homoge`nes de degre´ deux. La varie´te´ contient donc la boucle
(P1, P2, P3, P4) mais ne peut repre´senter la section a` ⌧ = 1 de la varie´te´ caracte´ristique d’un syste`me
strictement hyperbolique. En e↵et, les deux ellipses composant cette varie´te´ s’intersectent en qua-
tre points note´s Q1, Q2, Q3 et Q4. Cependant, on peut montrer que cette varie´te´ est la varie´te´
caracte´ristique d’un syste`me ge´ome´triquement re´gulier qui s’e´crit sous la forme9 :
L(@) = @t +A1@1 +A2@2, (6.164)
avec
A1 :=
2664
 a1 a2 0 0
a2 a1 0 0
0 0  ea1 ea2
0 0 ea2 ea1
3775 , A2 :=
2664
 b 0 0 0
0 b 0 0
0 0  eb 0
0 0 0 eb
3775 ,
ou` les parame`tres a1,ea1 < 0 et b,eb, a2,ea2 > 0. Plus pre´cise´ment, l’e´quation p1(1, ⇠1, ⇠2) = 0 qui
caracte´rise l’ellipse E1 s’e´crit sous la forme
↵⇠21 +  ⇠
2
2    ⇠1⇠2   1 = 0,
ou` les coe cients ↵,  ,  sont positifs et ve´rifient  2   4↵  < 0. On pose alors8><>:
a2 = ±
p
4↵   2
2
p
 
,
b = ±p ,
a1 = ⌥  2p  ,
ou` le parame`tre a2 est bien de´fini en raison de l’hypothe`se d’ellipticite´. On fait ensuite un choix
analogue pour parame´triser l’ellipse E2.
Une fois l’ope´rateur L(@) construit on impose les conditions de bord suivantes :
B1u|x1=0 := g
", B2u|x2=0 := 0,
ou` les matrices B1 et B2 sont de´finies par
B1 :=

1 0 0   
0 0 1 0
 
, B2 :=

0 1 0 0
   0 0 1
 
, 10
  e´tant un parame`tre re´el non nul.
On peut commencer par remarquer que la condition de bord
eB1 = 1 0 0 00 0 1 0
 
,
✓
resp eB2 = 0 1 0 00 0 0 1
 ◆
est strictement dissipative pour la face @⌦1 (resp. @⌦2). En particulier, elles ve´rifient la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Utilisant le fait que les e´quations de´finissant l’ope´rateur (6.164)
9On utilise ici un syste`me qui di↵e`re un peu de celui propose´ dans [SS75], et que l’on trouve plus simple. On
reviendra a` la fin de ce sous-paragraphe sur la parame´trisation qui est donne´e dans [SS75].
10La condition de bord sur @⌦1 est exactement la meˆme que celle impose´e dans [SS75]. La condition de bord sur
@⌦2 impose´e dans [SS75] e´tait donne´e par la matrice
B2 :=

0 1 0 0
0    0 1
 
.
On expliquera dans la suite de cette de´monstration pourquoi on a change´ cette condition.
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sont de´couple´es, on peut e´crire les sous-espaces stables Es1 et E
s
2 sous la forme :
Es1(⌧, ⇠2) := vect
8>><>>:
2664
q1
r1
0
0
3775 ,
2664
0
0eq1er1
3775
9>>=>>; et Es2(⌧, ⇠1) := vect
8>><>>:
2664
q2
r2
0
0
3775 ,
2664
0
0eq2er2
3775
9>>=>>; .
Ainsi, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour la condition de bord eB1 (resp. eB2) sur la
face @⌦1 (resp. @⌦2) e´quivaut a` :        
q1 0 0 0
r1 0 1 0
0 eq1 0 0
0 er1 0 1
         =  q1eq1 6= 0,
0BB@ resp
        
q2 0 1 0
r2 0 0 0
0 er2 0 1
0 er2 0 0
         =  r2er2 6= 0
1CCA
La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme pour la condition de bord B1 sur la face @⌦1 (resp. B2
sur la face @⌦2) est e↵ectivement ve´rifie´e car le de´terminant :        
q1 0 0  
r1 0 1 0
0 eq1 0 0
0 er1 0 1
         =  q1eq1 6= 0,
0BB@ resp
        
q2 0 1 0
r2 0 0 0
0 eq2 0 1
0 er2   0
         =  r2er2 6= 0
1CCA .
On peut de plus ve´rifier que les conditions de bord B1 et B2 sont strictement dissipatives pour  
assez petit (plus pre´cisement la condition de bord sur la face @⌦1 l’est pour | | <
q
a1ea1
a21+a
2
2
, celle sur
la face @⌦2, l’est pour | | <
q
beb). Maintenant que l’on a fixe´ les conditions de bord, on veut e´tudier
la condition d’inversibilite´ |S| < p  que l’on obtient lorsque l’on s’inte´re`sse au de´veloppement BKW
du syste`me 11 : 8>>><>>>:
L(@)u" = 0,
B1u"|x1=0 = g
",
B2u"|x2=0 = 0,
u"|t0 = 0,
(6.165)
ou` le terme source g" s’e´crit sous la forme :
g" = e
i
" (t+P1,2x2)g,
avec g 2 H1p , nulle pour les temps ne´gatifs et ou` P1,2 de´signe l’ordonne´e du point P1.
Le facteur   qui est le produit des pentes des vitesses de groupe de´pend uniquement de L(@). En
particulier, il est inde´pendant de   et on peut explicitement le calculer en fonction des coe cients
des matrices A1 et A2. On en vient maintenant a` calculer le terme S. On rappelle que ce dernier
est donne´ par (on fait ici l’amalgame entre les fre´quences et les indices pour les quatre e´le´ments de
la boucle) :
S := SP11 B1S
P2
2 B2S
P3
1 B1S
P4
2 B2.
11On ne cherche pas ici a` de´terminer l’inte´gralite´ du de´veloppement BKW car en raison du phe´nome`ne de concen-
tration des phases au voisinage des points d’intersection des deux ellipses (cf. sous-paragaphe 6.9.1), le de´veloppement
BKW contiendra ici un nombre infini de phases.
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On note
ker(L(1, P1)) = vect e1, e1 :=
2664
p1
q1
0
0
3775 , et pour i 2 {2, 3, 4}, ker(L(1, Pi)) = vect ei, ei :=
2664
0
0
pi
qi
3775 ,
Encore une fois, utilisant le caracte`re de´couple´ de l’ope´rateur L(@) le sous-espace stable Es2(i, P4,1)
s’e´crit sous la forme Es2(i, P4,1) = vect {(0, 0, p4, q4), (ep, eq, 0, 0)}. Ainsi, l’inverse  2(i, P4,1) qui ap-
parait dans le terme SP42 est donne´e par :
 2(i, P4,1) :=
26664
epeq 0
1 0
  p4epq4eq p4q4
  epeq 1
37775 ,
dont on de´duit que
SP42 B2
2664
p1
q1
0
0
3775 = PP4
0BBB@
2664
epeq q1
q1
0
0
3775+  
26664
0
0
p4
q4
⇣
q1
epeq   p1
⌘
q1
epeq   p1
37775
1CCCA := c 
2664
0
0
p4
q4
3775 ,
ou` c est une constante (explicitement calculable mais dont la valeur est peu inte´ressante pour notre
propos) de´pendant uniquement du projecteur PP4 sur ker(L(⌧ , P4)) 12. On insiste toutefois sur le
fait que c est non nulle. En e↵et, la seule possibilite´ pour que c soit nulle est que les rapports epeq
et p1q1 soient e´gaux. En d’autres termes, si on note
eEs1 et eEs2, les sous-espaces stables associe´s au
syste`me dont la section de la varie´te´ caracte´ristique a` ⌧ = 1 est donne´e par p1(1, ⇠1, ⇠2) = 0, on a
alors eEs1(i, P1,2) = eEs2(i, P1,2), ce qui e´quivaut a` dire que la fre´quence (i, P1,2) est une fre´quence de
glancing pour l’une des faces.
En re´ite´rant exactement le meˆme raisonement pour les autres termes composant S, on montre
facilement que :
SP31 B1
2664
0
0
p4
q4
3775 = c
2664
0
0
p3
q3
3775 , SP22 B2
2664
0
0
p3
q3
3775 = c
2664
0
0
p2
q2
3775 , et enfin SP11 B1
2664
0
0
p2
q2
3775 = c 
2664
p1
q1
0
0
3775 .
Par conse´quent, la condition d’inversibilite´ (6.154) se reformule sous la forme
c 2 <
p
 , c > 0.
12Si on avait choisi de travailler avec la condition de bord strictement dissipative B2 =

0 1 0 0
0    0 1
 
comme
dans [SS75], on peut montrer que le terme
SP42 B2
2664
p1
q1
0
0
3775 = q1PP4
0BB@
2664
epeq
1
0
0
3775
1CCA = 0.
Dont on de´duit que S est nul. Par conse´quent, la condition d’inversibilite´ est trivialement satisfaite et on ne peut pas
eˆtre en pre´sence du phe´nome`ne d’explosion annonce´ dans [SS75].
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Ainsi, cette condition n’est pas satisfaite pour   grand. On remarque au passage les deux choses
suivantes. D’abord, la vitesse ”d’explosion” que l’on obtient ici est de l’ordre de  2 et di↵e`re donc du
 4 annonce´ dans [SS75]. Ensuite, on peut remarquer que pour | | petit, la condition d’inversibilite´
est satisfaite et l’on se trouve dans un cadre strictement dissipatif sur chaque face.
On en vient maintenant a` la construction du syste`me strictement hyperbolique dont la section
de la varie´te´ caracte´ristique contient une boucle. La me´thode de Sarason et Smoller est la suivante.
On part du syste`me ge´ome´triquement re´gulier (6.164) que l’on perturbe le´ge`rement selon un petit
parame`tre " de manie`re a` ”se´parer” les deux ellipses au voisinage des points d’intersection.
Dans les notations de [SS75], le syste`me (6.164) a pour symbole en espace :
⇠1A1 + ⇠2A2 :=
2664
f g 0 0
g h 0 0
0 0 F G
0 0 G H
3775 , (6.166)
ou` les termes f, g, h, F,G,H sont line´aires dans les variables ⇠1 et ⇠2 et sont choisis de manie`re
a` satisfaire certaines proprie´te´s de renormalisation (cf. [SS75] proposition 9.1). Pour rendre ce
syste`me strictement hyperbolique, la perturbation applique´e est la suivante :
L"(@) := @t +A
"
1@1 +A
"
2@2, (6.167)
ou` les matrices perturbe´es A"1 et A
"
2 ve´rifient :
⇠1A
"
1 + ⇠2A
"
2 :=
2664
f g 0 0
g h "# 0
0  "# F G
0 0 G H
3775 ,
les termes # qui portent la perturbation e´tant line´aires dans les variables ⇠1 et ⇠2, et sont choisis de
manie`re a` ce que leurs signes au voisinage d’un point d’intersection Qi ”se´parent” les ellipses (cf.
[SS75] paragraphe 7). La section de la varie´te´ caracte´ristique du syste`me perturbe´ (6.167) s’e´crit
sous la forme :
p1p2 + "
2fH#2 = 0, (6.168)
et est repre´sente´e a` la figure 6.9.6 13. Le premier re´sultat de [SS75] est le suivant :
The´ore`me 6.9.6 ([SS75] paragraphe 7) Pour " assez petit, l’ope´rateur (6.167) est strictement
hyperbolique. De plus, il admet une boucle, note´e (P "1 , P
"
2 , P
"
3 , P
"
4 ).
D’apre`s l’e´quation (6.168), les vitesses de groupes, v"i , calcule´es aux points P
"
i sont de la forme
v"i = vi +O("), (6.169)
ou` vi est la vitesse de groupe au point Pi. De meˆme, l’e´quation (6.167) montrent que les sous-espaces
vectoriels ker(L(⌧ , P "i )) sont engendre´s par les vecteurs
w"i = wi +O("), (6.170)
ou` wi est un vecteur ge´ne´rateur du sous-espace ker(L(⌧ , Pi)).
Le second re´sultat de [SS75] est le suivant :
13Dans la figure 6.9.6, les ”angles” qui apparaissent au voisinage des anciens points d’intersection proviennent d’un
manque de pre´cision du logiciel graphique utilise´ et ne sont pas pertinents.
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-2
-1
1
2
3
P_2^휺
P_3^휺
P_1^휺
P_4^휺
℥_1
℥_2
Figure 6.20: Section de la varie´te´ caracte´ristique du syste`me perturbe´.
The´ore`me 6.9.7 ([SS75] paragraphe 9) Pour tout   > 0, pour tout " > 0 assez petit, le proble`me
a` coin : 8>><>>:
L"(@)u = f,
B1u|x1=0 = g1,
B2u|x2=0 = g2,
u|t0 = 0
(6.171)
ou` les matrices de bord B1 et B2 sont donne´es par :
B1 :=

1 0 0   
0 0 1 0
 
, B2 :=

0 1 0 0
   0 0 1
 
,
ve´rifie la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face de @⌦.
Pour   > 0, fixe´, on prend donc " tel que le syste`me (6.171) soit strictement hyperbolique avec
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme sur chaque face. On prend ensuite un terme source
fortement oscillant sur la face @⌦1 dans (6.171) de la forme : pour 0 < ✏⌧ 1,
g✏1 := e
i
✏ (⌧ t+P
"
1,2x2)g1,
et on pose f ⌘ 0 et g2 ⌘ 0.
Reprenant le calcul e↵ectue´ a` l’exemple du sous-paragraphe 6.9.1 et au sous-paragraphe 6.9.3,
pour construire les amplitudes lie´es aux points (P "1 , P
"
2 , P
"
3 , P
"
4 ) on est amene´ a` imposer la condition
|S"| < p " avec :
S" := S"1B1S
"
2B2S
"
3B1S
"
4B2,
 " :=
v"4,1
v"4,2
v"3,2
v"3,1
v"2,1
v"2,2
v"1,2
v"1,1
,
ou` S"i := P"i i,", Pi e´tant le projecteur sur ker(L(⌧ , P "i )) et  i," l’inverse donne´e par la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme qui est bien de´finie par choix de ".
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On peut re´ite´rer exactement les meˆmes calculs qu’au de´but de ce sous-paragraphe pour le
syste`me non perturbe´ et en utilisant les e´quations (6.169) et (6.170) on montre alors que la condition
|S"| < p " est de la forme :
|S|+O(") <
p
  +O(")() c 2 +O(") <
p
  +O(").
Donc quitte a` restreindre encore la valeur du parame`tre de perturbation " le syste`me stricte-
ment hyperbolique (6.171) ve´rifie la condition d’inversibilite´ si et seulement si son homologue
ge´ome´triquement re´gulier la ve´rifie.
6.9.7 Modifications apportables a` la de´monstration du the´ore`me 6.9.2.
Dans ce dernier sous-paragraphe, on donne quelques e´le´ments de de´monstration pour les construc-
tions de de´veloppements BKW lorsque l’on n’est pas exactement sous les meˆmes hypothe`ses que le
the´ore`me 6.9.2. On mentionnera par exemple ici les constructions de de´veloppements BKW pour
des proble`mes sans boucle, pour des proble`mes dont le terme source n’allume pas un e´le´ment de la
boucle et enfin pour des proble`mes qui admettent (e´ventuellement) plusieurs boucles qui ne sont
pas autointeragissantes.
De´veloppement BKW pour N > 2 en l’absence de boucle.
Si la section de la varie´te´ caracte´ristique n’admet pas de boucle, le the´ore`me 6.9.2 s’applique encore
et sa de´monstration se trouve, sans surprise, eˆtre simplifie´e.
En e↵et, dans cas, on peut remarquer que l’ensemble I se partitionne en
I = [i02I0
⇢
i 2 I \ i0 ⇢
V
i
 
,
ou` l’on rappelle que les indices de I0 sont les indices ge´ne´re´es par le terme source sur la face @⌦1
(voir proposition 6.9.2). En l’abscence de boucle, on remarque facilement que chacun des ensembles
constituant cette partition est un arbre (ou de fac¸on e´quivalente, un ensemble partiellement ordonne´
par la relation ·⇢
V
·). La me´thode de re´solution est la suivante, on commence par de´terminer tous
les e´le´ments de I0, ceci est re´alisable car en l’absence de boucle, par minimalite´ de l’ensemble des
fre´quences pour l’inclusion, on sait que pour i 2 I0,  (i)\Ise = ;. On est alors dans le meˆme cadre
que celui des exemples pour N = 2.
Ensuite, pour de´terminer l’amplitude associe´e a` un indice quelconque, il su t de remonter la
branche dont cet indice est issu. Plus pre´cise´ment pour un indice i 2 I, on utilise le fait que i0 ⇢
V
i
pour un certain i0 2 I0, et comme dans le sous-paragraphe 6.9.3 pour construire l’amplitude i, on
de´termine d’abord toutes les amplitude u0,`l ou` (`l)l est la suite reliant i a` i0 donne´e par la relation
i0 ⇢
V
i.
De´veloppement BKW lorsque le terme source ”n’allume” pas un e´le´ment de la boucle.
Dans la de´monstration du the´ore`me 6.9.2, pour simplifier les choses, on avait suppose´ que le terme
source sur la face @⌦1 e´tait de la forme :
g"(t, x2) := e
i
" (⌧ t+⇠2x2)g(t, x2),
et que l’un des indices entrant-sortant de la boucle e´tait associe´ a` une fre´quence de la forme :
fn1 = (⌧ , ⇠1, ⇠2). Cette hypothe`se n’est bien suˆr pas ne´cessaire. En e↵et, si on choisit un autre
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terme source et que l’on applique le proce´de´ de ge´ne´ration des phases de´crit au sous-paragraphe
6.8, l’ensemble des fre´quences eF que l’on va obtenir ve´rifiera l’une des alternatives suivantes :
i) eF ne contient pas de boucle.
ii) eF contient la meˆme boucle que celle de F .
iii) eF contient une boucle di↵e´rente de celle de F .
iv) eF ne ve´rifie pas les hypothe`ses du the´ore`me 6.9.2 (par exemple, il contient une fre´quence
de glancing, ou plusieurs boucles d’autointeractions, ou encore une infinite´ de phases sont ge´ne´re´es).
On peut toujours conclure si l’ensemble eF ne ve´rifie pas la situation iv) (pour laquelle on espe`re
toutefois pouvoir donner des e´le´ments de re´ponse a` l’avenir). En e↵et, la situation i) est re´solue
dans le sous-paragraphe pre´ce´dent et dans les cas ii) et iii), il su t de refaire la meˆme constuction
que celle de´crite dans le paragraphe 6.9. La seule di↵e´rence e´tant qu’a priori, les e´le´ments de la
boucle seront allume´s apre`s un certain nombre de rebonds sur les faces du domaine. Il faut donc
avant tout de´terminer les amplitudes associe´es a` ces rebonds (qui initialement ne voit pas la boucle
et on peut se ramener au cas i)), puis utiliser la connaissance de l’amplitude qui viendra allumer la
boucle (et qui jouera donc le roˆle du terme source g" dans la condition d’inversibilite´ (6.154)) pour
de´terminer les amplitudes lie´es a` la boucle. On conclut ensuite exactement comme lorsque le terme
source allumait directement la boucle.
Il est toutefois inte´ressant de remarquer que meˆme une infime perturbation du terme source
peut, de fac¸on assez ge´ne´rique, faire passer dans les situations i), ii) ou iii) (on peut se convaincre
que la transition vers la situation i) se de´roule dans l’exemple 6.9.1, si la perturbation du terme
source est faite dans la variable ⇠1 uniquement). Ce qui laisse a` penser que les de´veloppements BKW
des proble`ms a` coin sont fortement de´pendants du terme source choisi. Plus particulie`rement, la
condition d’inversibilite´ (6.154) semble tre`s ”instable” puisque dans le cas d’une transition vers i)
elle disparait, et dans le cas d’une transition vers iii) elle est remplace´e par une nouvelle version
de cette condition qui n’aura a priori aucun lien de causalite´ avec l’ancienne version. En e↵et a
priori, la nouvelle boucle peut eˆtre loin de l’ancienne. Seule la transition vers ii) garde inchange´e
la condition (6.154) et se contente d’augmenter le nombre de phases dans le de´veloppement BKW.
Cette ”instabilite´” semble plus importante que dans le cas des de´veloppements BKW pour
le proble`me aux limites standard, pour lequel, une petite modification du terme source pouvait,
a` condition que l’on construisse le de´veloppement BKW pour une fre´quence de glancing, au pire
changer la nature des modes sur lesquels la version micro-locale de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme e´tait a` imposer, mais ne la faisait toutefois jamais disparaitre.
A↵aiblissement de l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle.
Dans la de´monstration du the´ore`me 6.9.2, on a exclu l’appartition de tous les types de boucle.
C’est-a`-dire aussi bien les boucles qui produisent un phe´nome`ne d’autointeraction entre les phases,
que celles qui ne produisent pas ce genre de phe´nome`ne. Cette version forte de l’hypothe`se d’unicite´
de la boucle a e´te´ motive´e par les deux faits suivants : en premier lieu, elle simplifie grandement
la re´daction de la de´monstration. D’autre part, on n’a pas re´ussi (du moins pour le moment) a`
construire des exemples explicites ou` cohabitent un grand nombre de boucles. On pense toutefois
que de tels exemples doivent exister pour N grand.
Cependant, on peut a↵aiblir l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle en une hypothe`se d’unicite´ de
la boucle d’autointeraction, permettant ainsi d’inclure des boucles ne ge´ne´rant pas ce genre de
phe´nome`ne (et par conse´quent, pour lesquelles on n’a pas besoin d’ajouter une nouvelle condition
d’inversibilite´ de type (6.129)). En e↵et, les deux points de la preuve qui utilisaient l’hypothe`se
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forte d’unicite´ de la boucle sont les suivants, d’une part au sous-paragraphe 6.9.3 pour donner une
structure globale arbore´e a` l’ensemble des indices et d’autre part au sous-paragraphe 6.9.3, lors de
l’e´tude locale des arbres.
On va voir comment on peut modifier les arguments utilise´s dans ces deux sous-paragraphes pour
a↵aiblir l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle. Par exemple, concernant la structure globale de´crite au
paragraphe 6.9.3, la construction de cette dernie`re n’utilise en rien l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle.
Cette hypothe`se e´tant uniquement utilise´e pour e´tablir le caracte`re de partition de cette structure.
On peut donc de´finir la meˆme structure et on suppose que deux arbres Cc et Dd s’intersectent en
un point i et on va montrer que l’on peut toujours de´terminer l’amplitude associe´e a` l’indice i.
Par hypothe`se, c ⇢
H
i et d ⇢
V
i. On note p (resp. p0) la longueur d’une des suites ` (resp. `0)
reliant i a` c (resp. d). On se´pare ensuite les cas suivants14 :
⇧ p, p0 2 2N.
Alors d’apre`s la de´finition 6.9.4, i 2  (`p), `p 2 Ise et i 2  (`0p), `0p 2 Ies. Par conse´quent, i 2 Ios.
On doit ensuite se´parer les cas suivants :
si i 2 Ies (resp i 2 Ise) alors pour construire u0,i, il su t de construire les amplitudes associe´es
aux indices de la suite ` (resp. `0), la suite `0 (resp. `) n’ayant alors aucune influence sur u0,i.
Si toutefois, i 2 Iee, il faut construire les amplitudes lie´es aux indices des suites ` et `0 (ce qui
ne pose toutefois pas de proble`me) avant de pouvoir construire u0,i. Cette situation correspond a`
une phase entrante-entrante qui est ge´ne´re´e deux fois, une fois suite a` un rebond sur la face @⌦1 et
une fois suite a` un rebond sur la face @⌦2.
⇧ p 2 2N, p0 2 2N+ 1.
Re´ite´rant les meˆmes arguments et sous les meˆmes notations, on montre que si i 2 Ise [ Iee [ Iev2,
alors il faut de´terminer les amplitudes lie´es aux suites ` et `0 avant de de´terminer l’amplitude u0,i.
Le cas `, `0 2 2N+ 1 se traite par les meˆmes arguments.
On insiste bien sur le fait la de´termination de plusieurs ”suites d’amplitudes” n’est pas la seule
ope´ration qu’il faudra e↵ectuer pour de´terminer l’amplitude u0,i. En e↵et, si on reprend le cas
p, p0 2 2N et i 2 Iee, sans l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle, il se peut que l’ensemble  (i) conti-
enne un e´le´ment de Ise autre que kp et il faudra de´terminer ce dernier en de´terminant toutes les
amplitudes de sa branche le reliant a` un voisin direct de la boucle avant de de´terminer l’amplitude
u0,i.
Le cas des boucles non auointeragissantes dont les e´le´ments sont inclus dans l’un des arbres
se traite de fac¸on similaire. On pense que ces arguments permettent de se convaincre de la non-
ne´cessite´ de l’hypothe`se forte d’unicite´ de la boucle pour de´montrer le the´ore`me 6.9.2. Mais cette
hypothe`se est toutefois confortable vu qu’elle permet d’e´viter de tre`s lourdes e´tudes de cas.
On conclut ce sous-paragraphe par ces deux sche´mas qui illustrent un exemple de boucle de
non-autointeraction ainsi que le trajet de bicaracte´ristiques associe´es.
14On peut remarquer ici que s’il existe deux suites de type H reliant c a` i telles que les longueurs ne sont pas de
meˆme parite´, alors l’arbre Cc contient une boucle d’autointeraction. Donc sous l’hypothe`se d’unicite´ de la boucle
d’autointeraction, l’e´tude de cas selon la parite´ de la longueur a un sens.
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Figure 6.21: Un exemple de varie´te´ caracte´ristique avec une boucle d’autointeraction et une boucle
de non-autointeraction.
Figure 6.22: Allure des bicaracte´ristiques associe´es a` une telle configuration.
6.10 Re´sume´ et perspectives.
Dans tout ce qui pre´ce`de on a donne´ des exemples de construction de de´veloppements BKW pour
des proble`mes hyperboliques pose´s dans un quart d’espace. Ces derniers ont permis de mettre en
e´vidence les phe´nome`nes suivants :
⇧ Les phases ge´ne´re´es par re´flexions sur les faces du bord peuvent eˆtre plus nombreuses que dans
le cas du proble`me aux limites standard. (cf paragraphe 6.5)
⇧ Le nombre de phases ge´ne´re´es par re´flexions sur les faces du bord peut meˆme se trouver
eˆtre infini, et ceci meˆme si on se place dans un cadre a` coe cients constants avec seulement deux
e´quations. De plus, l’exemple du paragraphe 6.6 met en e´vidence le phe´nome`ne attendu de concen-
tration des rayons au coin.
Dans le paragraphe 6.9, on a de´montre´ un re´sultat ge´ne´ral de construction rigoureuse du
de´veloppement BKW dans le cas ou` il est possible d’avoir un phe´nome`ne d’autointeraction entre
di↵e´rentes phases. Sous l’hypothe`se de finitude du nombre de phases ge´ne´re´es par rebonds, on donne
aussi des conditions sous lesquels le de´veloppement BKW est une bonne approximation de la solu-
tion exacte du proble`me (6.95) (sous l’hypothe`se selon laquelle le proble`me est fortement bien pose´
(6.95)).La de´termination du de´veloppement BKW passe alors une certaine condition d’inversibilite´
(hypothe`se 6.9.3). On voit ainsi apparaitre dans le de´veloppement BKW une se´quence de propaga-
tion a` vitesses de groupe fixe´es qui se re´pe`te ad vitam æternam.
A l’avenir, on pense qu’il serait assez inte´ressant de travailler sur les points suivants.
En pratique, il semble tre`s di cile de ve´rifier ”a` la main” l’hypothe`se de finitude du nombre de
phases ge´ne´re´es par re´flexions sur le bord, quand la taille N du syste`me devient grande. Ainsi, si
l’on veut appliquer e↵ectivement le the´ore`me 6.9.2, il semble qu’il faille ou bien en de´montrer un
208 CHAPITRE 6. OPTIQUE GE´OME´TRIQUE ET PROBLE`ME A` COIN.
analogue sans l’hypothe`se de finitude du nombre de phases ou bien trouver une condition ge´ne´rale
sur la ge´ome´trie de la varie´te´ caracte´ristique qui assure que le nombre de phases ge´ne´re´es est fini.
La solution revenant a` se passer de l’hypothe`se de finitude du nombre de phases serait la plus
satisfaisante. Toutefois comme on l’a vu au paragraphe 6.6, donner un sens au de´veloppement
BKW lorsque le nombre de phases est infini n’est pas imme´diat. Utiliser le caracte`re fortement
oscillant du de´veloppement BKW pourrait eˆtre une solution pour rendre le domaine de convergence
du de´veloppement BKW optimal. On s’attend a` ce que le domaine de convergence optimal soit
donne´ par une condition qui impose que les matrices de bord B1 et B2 ”dissipent” su samment
d’e´nergie lors de l’infinite´ de rebonds. On pense aussi que cette condition doit eˆtre implique´e par
la condition d’Osher.
De fac¸on plus anecdotique, il pourrait aussi eˆtre inte´ressant d’oˆter l’hypothe`se d’unicite´ de la
boucle et donc de conside´rer des proble`mes a` coin dont la varie´te´ caracte´ristique contient plusieurs
boucles. On a de´ja` mentionne´ au sous-paragraphe 6.9.7 qu’ajouter des boucles qui ne sont pas
autointeragissantes ne devrait pas poser de proble`me mais complique l’e´criture de la de´monstration
du the´ore`me 6.9.2. Ajouter d’autre boucles autointeragissantes semble aussi possible mais il faut
toutefois faire attention a` la position relative de ces boucles les unes par rapport aux autres.
La preuve du the´ore`me 6.9.2 utilise de fac¸on non triviale le fait que l’ensemble des fre´quences
obtenues par re´flexions ne contient aucune fre´quence ”glancing”. Il serait donc inte´ressant d’en in-
clure dans le de´veloppement BKW en s’inspirant des travaux de Williams (voir [Wil96] et [Wil00]).
En e↵et, d’un point de vu construction du de´veloppement BKW, si on part d’une fre´quence quel-
conque, rien n’assure que lorsque l’on applique le principe de ge´ne´ration des phases on ne tombe
pas apre`s un certain nombre de rebonds sur une fre´quence de ”glancing”.
D’un point de vu plus semblable a` celui qui a e´te´ suivi dans ce manuscrit, il serait inte´ressant de
voir si une nouvelle e´quation d’amplitude apparait pour construire les amplitudes lie´es aux modes
de glancing. Cette nouvelle e´quation (si elle existe) pourrait alors nous aider a` mieux comprendre
la condition d’Osher et les ope´rateurs T1!2(⇣) et T2!1(⇣) du chapitre 5.
Un autre sujet d’e´tude, qui rejoint le but du pre´ce´dent, serait de s’inte´resser plus en profondeur a`
la condition d’inversibilite´ 6.9.3. On aimerait comprendre les liens qui existent entre cette condition
et, d’une part, la nature dissipative des conditions de bords, d’autre part, la condition au coin
d’Osher. Deux conjectures que l’on pense raisonnables sont les suivantes :
⇧ Si les conditions de bords sont strictement dissipatives alors la condition d’inversibilite´ de
l’hypothe`se 6.9.3 est automatiquement satisfaite.
⇧ La condition d’inversibilite´ de l’hypothe`se 6.9.3 est une version ”micro-localise´e” de la condi-
tion au coin d’Osher. En particulier, si la condition au coin d’Osher est satisfaite alors la condition
d’inversibilite´ 6.9.3 l’est aussi.
Enfin, un dernier point que l’on pense inte´ressant a` e´tudier, et qui ”ferait se rejoindre l’alpha
et l’ome´ga” de cette the`se, et permettrait ainsi de ”boucler la boucle”, serait de construire des
de´veloppements BKW pour des proble`mes a` coin lorsque la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
de´ge´ne`re sur l’une des phases du domaine.
Dans le cas d’une de´ge´ne´rescence sur un mode elliptique, que l’on soit dans la zone elliptique
ou dans la zone elliptico-hyperbolique, on ne s’attend pas a` une situation plus riche que dans le cas
du proble`me aux limites.
Pour une de´ge´ne´rescence sur une fre´quence hyperbolique) qui n’est pas un e´le´ment de la boucle,
il ne semble pas non plus que la situation soit plus riche dans le cas ge´ne´ral. On peut tout de
meˆme noter que certains proble`mes a` coins dont les phases obtenues par rebonds successifs (d’un
meˆme paquet d’ondes) sur les faces du domaine contiennent N0 > 1 fre´quences de de´ge´ne´rescence
de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, devraient contenir dans leur de´veloppement BKW
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un terme en " N0 . On perdrait ainsi N0 de´rive´es. Toutefois, ce genre de configuration semble assez
anecdotique.
Enfin, dans le cas d’une de´ge´ne´rescence de la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme sur une fre´quence hyperbolique de la boucle, la situation doit eˆtre beaucoup plus
riche. Une conjecture qui nous semble raisonnable est alors que le nombre de pertes de de´rive´es
peut eˆtre arbitrairement grand sur une e´chelle de temps fixe car la re´flexion re´pe´te´e associe´e a` une
phase annulant le de´terminant de Lopatinskii donne lieu a` un nombre arbitrairement grand ampli-
fications. On ge´ne`rerait ainsi par autointeraction des instabilite´s violentes a` partir d’un phe´nome`ne
de stabilite´ faible.
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Thèse de Doctorat
Antoine BENOIT
Problèmes aux limites, optique géométrique et singularités.
Boundary value problems, geometric optics expansions and singularities.
Résumé
On s’intérèsse aux problèmes aux limites hyperboliques
posés dans le demi-espace ou dans le quart d’espace. Ce
mémoire se compose de deux parties indépendantes, la
première qui a trait aux problèmes dans le demi-espace
concerne les problèmes faiblement bien posés au sens ou la
solution est moins régulière que les données du problème.
On montre alors l’optimalité des estimations d’énergie
démontrées dans la littérature et un résultat de propagation
à vitesse finie de l’information. Dans la seconde partie, à
propos des problèmes dans le quart d’espace, on montre
que le problème est fortement bien posé, au sens ou la
solution est aussi régulière que les données du problème
dans un cadre particulier, le cas symétrique à conditions de
bord strictement dissipatives. Puis on apporte des
contributions dans le cas général par rapport à la littérature.
Enfin, on construit de façon rigoureuse le développement
d’optique géométrique de la solution d’un problème dans le
quart d’espace. Ce développement permet en particulier de
mettre en évidence de nouveaux phénomènes comme par
exemple, le phénomène d’autointeraction entre les phases,
la génération d’un nombre infini de phases ou encore de
concentration au coin.
Abstract
We are interested in hyperbolic boundary value problems in
the half space or in the quarter space. This manuscript is
composed of two independant parts, the first one deals with
weakly well-posed problems in the half space. By weakly
well-posed we mean that the solution is not as regular as the
source terms of the problem. In this framework, we show the
optimality of energy estimates established in the existing
literature and a finite speed of propagation result. In the
second part of the manuscript, about hyperbolic boundary
value problems in the quarter space, we show that the
problem is strongly well-posed (in the sense that the solution
is as regular as the source terms) in the particular
framework of symetric with stricly dissipative boundary
conditions problems. Then we give some new contributions
about the strong well-posedness in the general framework.
Finally, we construct rigorous geometric optics expansion of
the solution of the problem in the quarter space. This
expansion permits, in particular, to show that some new
phenomenons such that selfinteraction phenomenons
beetwen the phases, the generation of an infinite number of
phases or the concentration at the corner.
Mots clés
problèmes aux limites hyperboliques, optique
géométrique, problèmes à coin, problèmes
faiblement bien posé.
Key Words
hyperbolic boundary value problem, geometric
optics expansion, corner problem, weak
well-posedness.
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